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MỞ ĐẦU 

 

             Lý thuyết định tính của hệ động lực rời rạc đã được nghiên cứu từ những 

năm đầu thế kỷ XVIII, song ngày nay nó vẫn được đông đảo các nhà khoa học quan tâm 

và nghiên cứu. Những kết quả cơ bản của nó được ứng dụng rộng rãi trong nhiều mô hình 

ứng dụng. Đặc biệt trong thời gian gần đây nhờ có sự phát triển của công nghệ tin học, lý 

thuyết hệ động lực rời rạc nói chung và lý thuyết định tính của các hệ phương trình sai 
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phân nói riêng đã có sự phát triển vượt bậc đặc biệt là khả năng ứng dụng thực tiễn của 

nó. 

            Về tổng thể hầu hết các phương pháp thông dụng được sử dụng trong lý thuyết 

phương trình vi phân đều có thể xây dựng lại cho việc nghiên cứu tính chất nghiệm của 

các hệ phương trình sai phân. Tuy nhiên về lý thuyết tính toán và các biểu thức toán học 

trong một số công thức cơ bản lại khá phức tạp. 

            Mục tiêu cơ bản của báo cáo này là trình bày lại một cách hệ thống các khái niệm 

cơ bản về phép tính sai phân hữu hạn, chúng tôi cũng trình bày một cách vắn tắt lý thuyết 

phương trình sai phân cấp cao và hệ phương trình sai phân. Phần tiếp theo của báo cáo là 

các định lý cơ bản của Lyapunov để nghiên cứu tính ổn định nghiệm của các hệ phương 

trình sai phân. 

             

1.1 Sơ lược về phép tính sai phân hữu hạn 

Định nghĩa 1.1. Ta gọi sai phân hữu hạn cấp một của hàm số u(n) = un với n¢  là hiệu                

1 .n n nu u u     

Định nghĩa 1.2. Ta gọi sai phân hữu hạn cấp 2 của hàm u(n) = un  là sai phân của sai 

phân cấp 1 của un , và nói chung sai phân cấp k của hàm un là sai phân của sai phân cấp 

k – 1 của hàm số đó. 

      Sai phân cấp 2 của hàm un là 

        2

1 2 1 1 2 1( ) ( ) 2n n n n n n n n n n nu u u u u u u u u u u                   ; 

      Sai phân cấp 3 của hàm un là 

        
3 2 2 2

1 3 2 1( ) 3 3n n n n n n n nu u u u u u u u               … 

      Sai phân cấp k của hàm un là  

        1 1 1

1

0

( ) ( 1) ,
k

k k k k i i

n n n n k n k i

i

u u u u C u  

  



          
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trong đó 
!

!( )!

i

k

k
C

i k i



. 

Các tính chất của sai phân: 

Tính chất 1: Sai phân các cấp đều được biểu diễn qua các giá trị của hàm số 

                  
0

( 1) ,
k

k i i

n k n k i

i

u C u  



    

trong đó   
!

!( )!

i

k

k
C

i k i



 . 

Tính chất 2: Sai phân mọi cấp đều là toán tử tuyến tính 

                  ( ) ,k k k

n n n nu v u v          

với α , β là các số thực tuỳ ý. 

Tính chất 3: Sai phân cấp k của đa thức bậc m bằng: 

                  * Hằng số,  nếu k = m, 

                  * 0,  nếu k > m, 

                  *  Đa thức bậc (m – k), nếu k < m.  

Tính chất  4:  

            ,n n n n n nu v u v v u      

                   1 1

1 ,
N

k k k

n N a

n a

u u u 





     

đặc biệt khi k = 1, ta có 

         1 .
N

n N a

n a

u u u



    
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  1.2 .Phương trình sai phân cấp cao 

Định nghĩa 1.3.  Phương trình sai phân cấp k là một hệ thức giữa sai phân các cấp 

    ( , ,..., ) 0k

n n nF u u u   , 

trong đó un coi là sai phân cấp 0 của hàm un, cấp của phương trình sai phân chính là cấp 

lớn nhất của các sai phân (ở đây là bằng k). 

Định nghĩa 1.4.  Phương trình sai phân tuyến tính cấp k của hàm un là một biểu thức 

tuyến tính giữa các giá trị của hàm un tại các điểm khác nhau 

                       0 1 1 ... ,n k n k k n na u a u a u f       

trong đó 0 1, ,..., ka a a  với 0 0 , 0ka a   là các hằng số hoặc các hàm số của n, được gọi 

là các hệ số của phương trình sai phân; fn là một hàm số của n, được gọi là vế phải; un  là 

giá trị cần tìm  được gọi là ẩn. 

* Nghiệm của phương trình sai phân tuyến tính:  

      Xét phương trình sai phân tuyến tính cấp k 

 0 1 1 ...n k n k k n na u a u a u f      .         (1.1) 

      Phương trình sai phân thuần nhất tương ứng 

   0 1 1 ... 0.n k n k k na u a u a u                 (1.2) 

      Phương trình đặc trưng 

   
1

0 1 ... 0.k k

ka a a                   (1.3) 

      Nghiệm tổng quát nu của phương trình sai phân tuyến tính (1.1) là * ,nu u u   với 
*u  

là một nghiệm riêng của phương trình (1.1) và u  là nghiệm tổng quát của phương trình 

thuần nhất tương ứng (1.2). 

      Nghiệm tổng quát của (1.2) có dạng 
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1 21 2 ...

kn n k nu c u c u c u    , 

trong đó 
1 2
, ,...,

kn n nu u u  là k nghiệm độc lập tuyến tính của (1.2) và 1 2, ,..., kc c c  là các hằng 

số tuỳ ý. 

Nếu (1.3) có k nghiệm phân biệt 1 2, ,..., k   thì hệ 1 2{ , ,..., }n n n

k    là hệ k nghiệm độc lập 

tuyến tính của (1.2) và nghiệm tổng quát của (1.2) là  

          
1 1 2 2 ... .n n n

k ku c c c       

Nếu (1.3) có nghiệm thực 
j  bội s thì ngoài nghiệm n

j  ta bổ xung thêm các vectơ 

2 1, ,...,n n s n

j j jn n n    cũng là các nghiệm độc lập tuyến tính của (1.2) và nghiệm tổng quát 

của (1.2) là  

           
1

1 0

.
k s

n i i n

i i j j

i j i

u c c n 


  

    

Nếu (1.3) có nghiệm phức (cos sin )j r i     bội s thì ta lấy thêm các nghiệm 

cos , sin , 0,..., 1n i n ir n n r n n i s     và nghiệm tổng quát của (1.2) là 

        
1

1 0

( cos sin ),
k s

n n i i

i i i i

i j i

u c r a n n b n n  


  

     

trong đó ,i ia b  là các hằng số tuỳ ý. 

1.3. Công thức nghiệm của hệ phương trình sai phân tuyến tính 

1.3.1. Hệ phương trình sai phân tuyến tính thuần nhất 

      Xét hệ phương trình sai phân  (xem [11]) 

        

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ),

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ),

..........................

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ).

m m

m m

m m m mm m

u n a n u n a n u n a n u n

u n a n u n a n u n a n u n

u n a n u n a n u n a n u n

    


    


     
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Đặt  

        

11 12 11

2 21 22 2

1 2

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ; ( ) .

( ) ( ) ( ) ( )

m

m

m m m mm

a n a n a nu n

u n a n a n a n
u n A n

u n a n a n a n

  
  
   
  
    

   

K

K

M K K K K

K

 

Khi đó hệ trên có thể viết dưới dạng: 

        0( 1) ( ). ( ) ,u n A n u n n n   ,                                          (1.4) 

ở đây 1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))T m

mu n u n u n u n  ¡ , ( ) ( ( ))ij m mA n a n   là ma trận không suy biến. 

Bài toán Cauchy:    

      
0

0 0

( 1) ( ). ( ) , ,

( ) .

u n A n u n n n

u n u

  



 

 Bằng phương pháp truy hồi ta thấy bài toán Cauchy luôn có nghiệm và nghiệm 

của bài toán  Cauchy được cho bởi 

       0 0 0( ) ( 1). ( 2)... ( 1). ( ).u n A n A n A n A n u     với mọi 0n n .  

* Họ toán tử tiến hoá sinh bởi ma trận không suy biến 

Định nghĩa 1.5.  Với mỗi 0s n  ký hiệu 

        0( , ) ( 1). ( 2)... ( 1). ( ) ,U n s A n A n A s A s n s n      . 

Khi đó 
0

{ ( , )}n s nU n s    được gọi là họ các ma trận tiến hoá sinh bởi ma trận hàm không 

suy biến ( )A n , 0( , )U n n được gọi là ma trận nghiệm cơ bản chuẩn tắc ( ma trận Cauchy 

)  hoặc còn được gọi là hàm Green. 

Nhận xét:  Từ định nghĩa của ma trận Cauchy và họ toán tử tiến hoá  ta thấy với mỗi 

0s n  thì :    

                     * 0 0( , )U n n I . 
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                     * ( , ) ( , ). ( , )U n s U n k U k s   với mọi n k s  . 

                     * 
1

0 0( , ) ( , ). ( , )U n s U n n U s n  với mọi .n s  

Nghiệm 0 0( ) : ( , , )u n u n n u  của bài toán Cauchy có thể viết dưới dạng: 

                          
0 0 0

0

( ) ( , ). , ,

( ) ( , ). ( ) , .

u n U n n u n n

u n U n s u s n s n

 


  
  

Khi ( )A n A  là ma trận hằng ta thấy 0

0( , )
n n

U n n A


  với mọi 0n n . 

1.3.2. Hệ phương trình sai phân tuyến tính không thuần nhất  

      Xét hệ phương trình sai phân: (xem  [11]) 

                               
0 0

( 1) ( ). ( ) ( )

( )

u n A n u n b n

u n u

  



   0 , ( ) mn n b n  ¡ .           (1.5) 

Định lý 1.1. Nghiệm 0 0( ) : ( , , )u n u n n u  của hệ (1.5)  xác định bởi công thức  

                               
0

0 0

1

( ) ( , ). ( , ). ( 1)
n

k n

u n U n n u U n k b k
 

   .                    (1.6) 

Chứng minh. Ta tìm nghiệm ( )u n  của (1.5) dưới dạng 0( ) ( , ). ( )u n U n n C n       (1.7) 

sao cho 0 0( )u n u  bằng phương pháp biến thiên hằng số Lagrăng  . 

Vì  0 0 0 0 0 0 0( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) .u n U n n C n C n C n u     

Từ   0 0( ) ( , ) ( ) ( 1) ( 1, ) ( 1)u n U n n C n u n U n n C n                                          (1.8)  

Mà   0( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )u n A n u n b n A n U n n C n b n      

  0( 1, ) ( ) ( ).U n n C n b n                                       (1.9) 

Kết hợp (1.8) và (1.9) ta được  
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            0 0( 1, ) ( 1) ( 1, ) ( ) ( )U n n C n U n n C n b n      

suy ra  0( 1, ) ( ) ( )U n n C n b n    hay 
1

0( ) ( 1, ). ( )C n U n n b n   . 

Do đó  :              
0 0

1 1
1

0( ) ( 1, ). ( )
n n

k n k n

C k U k n b k
 



 

     . 

Ta tìm được 
0

1

0 0

1

( ) ( ) ( , ). ( 1)
n

k n

C n C n U k n b k

 

     .                                       (1.10) 

Vì  
1

0 0( , ). ( , ) ( , )U n n U k n U n k   nên thay (1.10) vào (1.7) ta nhận được (1.6). 

 

Hệ quả : Nếu ( )A n A  là ma trận hằng thì   

         0

0

0

1

( ) . . ( 1)
n

n n n i

i n

u n A u A b i
 

 

    với mọi 0n n .       

1.4.Các khái niệm về ổn định cho hệ phương trình sai phân 

autonomous 

1.4.1. Các khái niệm về ổn định  

      Xét hệ phương trình sai phân phi tuyến  (xem [11]) 

   

1 1 1 2

2 2 1 2

1 2

( 1) ( , ( ), ( ),..., ( )),

( 1) ( , ( ), ( ),..., ( )),

...............................

( 1) ( , ( ), ( ),..., ( )).

m

m

m m m

u n f n u n u n u n

u n f n u n u n u n

u n f n u n u n u n

 


 


  

 

Đặt  



10 

 

             

1 1 21

2 2 1 2

1 2

( , ( ), ( ),..., ( ))( )

( ) ( , ( ), ( ),..., ( ))
( ) ; ( , ( ))

( ) ( , ( ), ( ),..., ( ))

m

m

m m m

f n u n u n u nu n

u n f n u n u n u n
u n f n u n

u n f n u n u n u n

  
  
   
  
    

   

M M
. 

      Khi đó bài toán Cauchy của hệ được viết dưới dạng : 

                                 0 0 0( 1) ( , ( )) , ( ) , ,u n f n u n u n u n n                      (1.12) 

trong đó u và f là các vectơ (1 )m  thành phần iu  và if , 1 i m  . Giả sử ( ,0) 0f n   với 

mọi n¥  để hệ có nghiệm tầm thường 0( ) ( , ,0) 0.u n u n n   

Định nghĩa 1.6. Nghiệm tầm thường ( ) 0u n   của hệ (1.12) được gọi là ổn định theo 

Lyapunov, nếu với 00, ( , )n        sao cho từ bất đẳng thức 0|| ||u  suy ra 

|| ( ) ||u n   với mọi 0n n . 

Định nghĩa 1.7. Nghiệm tầm thường ( ) 0u n   của hệ (1.12) được gọi là ổn định tiệm cận 

theo Lyapunov, nếu nó ổn định theo Lyapunov và 0h  sao cho mọi nghiệm u(n) của hệ 

thoả mãn điều kiện 0|| ||u h  thì lim || ( ) || 0
n

u n


 . 

Định nghĩa 1.8. Nghiệm tầm thường ( ) 0u n   của hệ (1.12) được gọi là ổn định đều (ổn 

định tiệm cận đều) theo Lyapunov nếu trong định nghĩa tương ứng, số   được chọn 

không phụ thuộc vào a. 

Định nghĩa 1.9. Nghiệm tầm thường ( ) 0u n   của hệ (1.12) được gọi là ổn định mũ nếu 

đối với mỗi nghiệm 0 0( ) ( , , )u n u n n u  của hệ  thoả mãn bất đẳng thức: 

    ( )

0|| ( ) || || || , ,n au n N u e n a    

trong đó N và   là hai hằng số dương. 

1.4.2.  Phương pháp hàm Lyapunov cho hệ sai phân autonomous 

       Xét  bài toán Cauchy: (xem [11]) 

                                             0( 1) ( ( )) , (0) , ,u n f u n u u n   ¥        (1.13) 
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giả sử (0) 0f   và ( ) 0f u   với 0u   trong lân cận của gốc sao cho (1.13) có nghiệm 

tầm thường ( ) ( ,0,0) 0u n u n  . Cho 
*  là một tập mở trong 

m¡  và chứa gốc. Giả sử 

V(u) là một hàm liên tục vô hướng xác định trên 
* , *[ , ]V C R   và (0) 0V  . 

Định nghĩa 1.10.  V(u) được gọi là xác định dương trên 
*  nếu và chỉ nếu ( ) 0V u   với 

0u   , *u  . 

Định nghĩa 1.11.  V(u) được gọi là nửa xác định dương trên 
* nếu ( ) 0V u  ,  với mọi 

*u , (dấu bằng chỉ xảy ra tại những điểm xác định)  

Định nghĩa 1.12.  V(u) được gọi là xác định âm ( nửa xác định âm) trên 
*  nếu và chỉ 

nếu ( )V u  là xác định dương ( nửa xác định dương) trên 
* . 

Định nghĩa 1.13. Hàm ( )r được gọi là thuộc vào lớp K nếu   [[0, ), ] , (0) 0C R    

và ( )r  tăng chặt theo r. 

Vì ( )V u  liên tục, với r đủ nhỏ, 0 c r d    ta có 

 
|| |||| ||

( ) max ( ), ( ) min ( ) ,
r v dv r

V u V v V u V v
 

     (1.14) 

trong đó || ||u r . Trong (1.14) bên phải là hàm đơn điệu của r và ta có thể ước lượng 

hàm này thuộc vào lớp K. Do đó tồn tại hai hàm , K    sao cho : 

(|| ||) ( ) (|| ||)u V u u   .     (1.15) 

Từ đó có thể định nghĩa cho hàm xác định dương V(u) như sau :  

Định nghĩa 1.14.  V(u) được gọi là xác định dương trên 
* nếu và chỉ nếu (0) 0V   và 

tồn tại một hàm ( )r K  sao cho  *( ) ( ) , || || ,r V u u r u    . 

 Đặt S  là tập { : || || }mS u R u     và 0( ) ( ,0, )u n u n u là một nghiệm bất kỳ 

của (1.13) sao cho || ( ) || ,u n n  ¥ . Dọc theo nghiệm ( )u n   0( ,0, )u n u  của (1.13) 

xét sai phân của hàm V(u) được xác định bởi ( ( )) ( ( 1))V u n V u n    

( ( )) ( ( ( ))) ( ( ))V u n V f u n V u n   . Hàm V(u) được gọi là hàm Lyapunov.  
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Định lý 1.2.  Giả sử tồn tại hàm vô hướng xác định dương ( ) [ , ]V u C S R

  sao cho 

0( ( ,0, )) 0V u n u   với nghiệm bất kỳ 0( ) ( ,0, )u n u n u của (1.13) thoả mãn || ( ) ||u n  .  

Khi đó nghiệm tầm thường ( ,0,0) 0u n   của (1.13) là ổn định. 

Định lý 1.3.  Giả sử tồn tại hàm vô hướng xác định dương ( ) [ , ]V u C S R

  sao cho 

0 0( ( ,0, )) ( ( ,0, ) )V u n u u n u    trong đó K  và nghiệm bất kỳ ( )u n  0( ,0, )u n u  

của (1.13) thoả mãn || ( ) ||u n  . Khi đó nghiệm tầm thường ( ,0,0) 0u n   của (1.13) là 

ổn định tiệm cận. 

Định lý 1.4.  Giả sử tồn tại hàm vô hướng ( ) [ , ] , (0) 0V u C S R V   sao cho 

0 0( ( ,0, )) ( ( ,0, ) )V u n u u n u   với K  và nghiệm bất kỳ  ( )u n = 0( ,0, )u n u  của (1.13) 

thoả mãn || ( ) ||u n    và nếu trong mọi lân cận H của gốc ( )H S  tồn tại một điểm u0 

sao cho 0( ) 0V u  . Khì đó  nghiệm tầm thường ( ,0,0) 0u n   của (1.13) là không ổn định. 

 

KẾT LUẬN 

         Trong báo cáo này chúng tôi đã trình bày một cách hệ thống các khái niệm cơ bản 

của phương trình, hệ phương trình sai phân, những khái niệm này là cơ sở quan trọng để 

nghiên cứu sâu hơn về sai phân cũng như các ứng dụng thực tiễn cuả nó. 
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