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T6éng chuoi cadc binh phwong nghich dao
(Bai toan Basel)

Trong lich sir toan hoc, ¢ rat nhiéu truong hop, mot bai toan xuét hién va nd
khong c6 10 giai trong hang chyuc nam, tham chi 14 hang thé ky. Thong thuong,
trong qué trinh giai nhimg bai nhu vay dan t6i xuat hién nhimg nganh toan hoc
mai.

Trong ndi dung bai bao nay, chiing ta s& dé cap tdi bai toan c6 lich sir nhu vay.
D6 chinh 14 bai toan Basel (bai toan tim tong ctia chudi cac nghich dao binh
phuong, tén goi Basel xut phat tir tén cia mot thanh phd ciia Thuy Si). N6
duoc néu ra trude cic nha toan hoc chau Au vao nam 1644, va khong c6 101 giai
tuong Gmg cho téi ndm 1734, khi Leonard Euler cong bd cong trinh cta minh.
Sau day ching ta s& thay, 10i giai ctia Euler 12 mot phat minh vi dai, mdc du
ham lugng toan hoc chira trong n6 khong vuot qua khoa hoc so cap vé dai sb.

Bai toan

Bai toan Besel duoc phat biéu rat don gian: tim gia trj chinh xac cta tong vo
han sau:
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Cuing giong nhu moi chuoi v han khéc, xuat hién mot cau hoi: chuoi ¢6 hoi tu
vé mot gia tri cu thé khdng? Trén thyc té, mac du cac sb hang cua no tién tai vo
cung bé, nhung ciing khong 13 diéu kién du dé ¢am bao tinh hi tu. Vi du, chudi
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c6 tong la vo han, tuc la phén ky, mac du cac so hang caa ching la cac gia tri vo
cung bé khi n — oo (day la chuoi diéu hoa, ta sé chirng minh chuoi phan ky
sau).
Sau do, nguoi ta da chirng minh duoc rang: chudi 1a hoi tu to1 mdt s6 nhé hon
hai, con cu thé s6 doé 1a s6 nao thi van la cau hoi mé.



Hai do6i thu va thay gido cia ho déu
khong thanh cong

Cac nha toan hoc tim c& thé gidi dau tién thir giai bai todn Basel 13 hai anh em
nguoi Thu si: nha toan hoc Jacob Bernoulli (1654 — 1705), nha toan hoc
Johann Bernoulli (1667 — 1784). Luu y 1a bai toan mang tén Basel vi ddy chinh
1a thanh pho qué huong cua hai nha toan hoc ndy. Anh em nha Bernoulli 1a
nhiig ngudi dau tién ap dung phép tinh vi phan dé giai no (ho da hoc cong cu
vi phan tir chinh Gottfried Leibniz (1646 - 1716)). BPén nam 1690, hai anh em
nha Bernulli d4 tro thanh nhitng nha toan hoc hang dau chau Au. Rét dang tiéc,
1a thoi diém nay hai anh em d3 tré thanh hai d6i tha kinh dich, va mau thuin
dén do mudn trir khir nha: ho ¢6 thé 1am tat ca: noi dbi, an cép, sao chép ban
quyén chi dé chimg to 14 ngudi ndy hon ngudi kia. Su d6i khang va thu nghich
tham chi con khong cham hét ngay ca khi Jacob chét di: ngudi em Johann con
mubn cong bd nhing cong trinh ma ngu’m anh chua kip cong bd va néi la cua
minh; Johann cuing tu chéi gitip d& viéc cong bd cong trinh ciia Jacob vé 1y
thuyét x4c suat vi lo so: diéu d6 s& nang uy tin ciia anh trai minh. Rat c6 thé,
Johann chi don thudn 1 con ngudi khong tot: khi con trai riéng ctia ong 1a
Daniel gianh dugc giai thuong toan hoc (chinh Johann cling tranh cir giai nay),
ong da dudi Daniel ra khoi nha va tudc quyén thira ké cuia con trai minh.
Trong nhiéu nam lién, anh em nha Bernulli ¢ ging giai bai toan tinh téng cua
chudi cac binh phuong nghich dao, c6 18 mot trong nhimg dong Iyuc dé ho dua
tranh nhau 1a muén chtng t6 hon ngudi kia. Thé nhung ho khong thu dugc két
qua. Leibniz ciing di tim 15i giai trong nhiéu nam lién, nhung ciing khong thu
duoc bat ky két qua nao.

Euler tham gia vao cu6c dua

Leonard Euler (1707 — 1786) ciing sinh ra & Basel. Diéu tha vi 13 bd cia 6ng
biét Johann Bernulli. Khi Euler 14 tudi, ong moi Johann day con minh toén hoc.
Johann ddng ¥ mot cach bat dic di, nhung sau d6 nhanh chong nhan ra rang:
hoc trd méi ciia 6ng vuot troi hon so voi tit ca nhimg ngudi khac. Rat nhanh
sau do, vai tro duoc trao d6i: Johann phai hoc chinh Euler. Johann khuyén cha
cua Euler tir bd y dinh nu61 dudng Euler thanh bd truong, va thay vao do 1a tré
thanh nha toan hoc. Va ciing nhd uy tin ciia 6ng ma ngudi cha da dong y.

Sau mdt vai nam, Euler gitt churc sdc trong Vién han lam Saint-Peterburg, nudc
Nga. Chinh tai noi day, vao nam 1734, Euler tim ra 11 giai bai toan Basel. Két
qua 1a ngay lap ttrc, ong duoc coi 12 nha toan hoc hang dau cua chau Au.



Lo giai

Pau tién ta xem xét phuong trinh dai s6 v6i s6 mii duoc gia dinh 1a bang bon
nhu sau

x*+ ax3 +ayx? +azx +a, = 0.
Gia sir rang, nghiém cta né 1a b, ¢, d va e. Khi dé, ta c6 thé phan tich da thirc
thanh cac nhan tr tuyén tinh nhu sau:

(b —x)(c—x)(d—-x)(e—x)=0.
Néu khdng c6 nghiém nao bang khong, ta co thé viét lai dugi dang sau

(b—x)(c—x)(d—x)(e—x) (1__)(1__)(1_5)(1_f)=0.

B bcde _ b d e
Tiep theo, chung ta c6 da thuc vai bac vo cung nhu sau:
x3 x> x7
sinx —X——+§—?+

Nhitng chudi dic biét nhu trén duoc cong bd boi Newton, ta cling c¢6 thé d&
dang thu duoc khai trién trén bang cong cu giai tich. O day, ta s& coi nd la mic
nhién dung. Chung ta da biét rang, ham sin x ¢6 cac nghiém 12 0, +m, +2m ... Y
tudng dau tién caa Euler 1a: ta c6 thé khai trién thanh nhan tir d6i v6i da thic co
bac v6 cung

(-9 (+5) (150 (1+2) (1-3) (14 50)

Dé y rang mdi cap nhan tir cd thé rt gon lai theo hang dang thuc dang nho:
(a — b)(a + b) = a? — b?. Vi thé ta c6 thé viét lai

sinx - x2 ) x2 ) x2
x w2 412 o2

Tlep d6, Euler coi rang: tong vo han bang tich vo han!? (Hay chy y téi cac mau
s6 trong tich trén: ching chira binh phuong cua cac s6 tu nhién va cho ta lién
tudng t6i tong cac binh phuwong nghich d4o).

Mic du tich chira v han cac nhan ta, nhung ta van ¢6 thé lam rd duoc hé s6
nao dimg trudc mdi liy thira cua x. Ta cd thé xem xét qua vi du cu thé Ia tich
htru han sau

(a+ b)(c +d)(e + f) = ace +acf + ade + adf + bce + bcf + bde + bdf.
Moi 50 hang trong tong thu duoc sau Kkhi pha ngoac: vi du nhu ace bang tich
cac s6 hang dung bén trai trong mdi dau ngodc. Va Euler phét hié ra rang: trong
tich vo han trén, s hang chtra x2 bang
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Thém vao do6, tich vo han bang tong vo han cua — > Nén hé so cua x? la — i
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— Cho hai biéu thtrc cua hé s6 bang nhau va cung nhan véi —m2, ta thu dugc




1 1 m?

1+ 22 + 32 + - ? = 1.644934066848 ... ,
Nhu vay sau 90 nam, bai toan dugc giai va no la mét trong nhirng két qua ky la
va rat dbi ngac nhién cia toan hoc. Chung ta lién hé s6  véi duong tron, thé
nhung trong bai toan Basel thi 1a v&i chudi cac binh phuong nghich dao. CO 18
day cling 1a mét trong nhiing ly do lam ham sin x khac biét trong lugng giac?
Khi Johann Bernulli nhin thay 10i giai caa Euler, 6ng da phai thét 1én “Gia ma
anh trai tdi con séng dé duoc chiém ngudng nd”. Co 18, Johann d3 nhe nhdm di
nhiéu ciing nam thang.
Khéng chi ding lai ¢ ddy, trong cong trinh lich sir cia minh, bang phuong phap
tuong tu, Euler da chi ra réng
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Mot cau hoi ty nhién xuét hién: thé con ddi véi cac bac Ié caa cac sé ty nhién
thi sao? Phuong phap néi trén khong thé ap dung duoc dbi véi cac bac 1é. Trong
sudt cudc doi minh Euler da nhiéu lan thi tim tong cia cac chudi nay, nhung
khong di dén két qua nao. Cudi cling, 6ng chi néi “bai toan kho”. Khi ma Euler
da noi 1a bai toan kho, thi cac nha toan hoc thong thuong c6 1€ cling khong nén
ban tam t&i viéc di tim 10i giai cua nd. Va tat nhién, cho téi ngay hom nay, hon
200 nam trdi qua, cac tong ndy van chua duoc tim ra.

Hé qua

Nhiing nguoi o tu tuong thuc té c6 thé dua ra cau hoi: phai Chang bao nhiéu
cong suc d6 ra dé giai cac bai toan trén nhung lai khong dém dén ung dung thuc
té ndo? Cau tra 1oi don gian 1a: bai toan trén xuét hién trong ly thuyét s6 va
trong 1y thuyét nay nhirng cau hoi twong tu khong hé xuat hién. Cau tra 101 it
khiém nha hon c6 thé 1a: 1y thuyét sé d6i khi ciing c6 con dudng riéng trong thé
gidi thuc. Mot vi du tdt co thé 1ay 14 dinh 1y Ferma (duoc dua ra nam 1640) va
duoc biét dén voi ca tén: Pinh Iy Ferma nho. Dua trén két qua cta dinh 1y nay
nguol ta xay dung thuat toan ma hoa thong tin va dugc ap dung trong Internet
dé truyén thong tin mat: vi du nhu s6 cua thé dién tir. Khong co thuat toan nay
thi khong thé c6 thuong mai dién tu.

Quay lai bai toan vé téng binh phuong cac nghich dao: sau nay no co mdi lién
hé mat thiét voi gia thuyét Riman — cho téi ngay hoém nay n6 van la mot trong
nhiing gia thuyét quan trong ma chua duoc giai dap. Gia thuyét nay dugc duara
vao nam 1859. N6 duoc coi 1a diing nhung vin chua c6 ai c6 thé chtirng minh
duoc. Chung ta can mot Leonard Euler moi.



Phu chwong. Tinh phan ky cda chuoi
diéu hoa.

Nhu ching ta di néi o trén, chudi diéu hoa 1a chudi

oLt _i1
2 3T T A
n=1

Jacob Bernulli da chimg minh dugc rang: day 1a tong vo han. Jacob nhan thay
rang co thé tach chuoi diéu hoa thanh cac nhom nhu sau:

Yo (Gete ) Getediarld)s
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n= ~. o2 \
Gia tri cua tong trong moi dau ngodc déu 16n hon hoic béng mot. Va nhu vay
c6 nghia la tong cua chuoi dieu hoa 1a vo cung Ion, vi né bang tong cua vo han
cac so deu I6n hon hoac bang mot (so cac dau ngoac va vo cung Ién). BE ching
minh rang tong trong moi dau ngoac deu Ién hon hoac bang mot, ta xét riéng
mot trueong hop

1 1 1 1
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S6 céc s6 hang trong nhom trén 13 k2 — k va sb hang bé nhat 1a s6 hang cubi.
Taco

_ 1 1 1 P 1
(k? )kz_k+1 k+2 k+3 k2
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Thém ca hai vé vao ~ — ta thu duoc két qua can chang minh.
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