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1. Mở đầu.

Đa thức Taylor cho ta xấp xỉ chính xác trong lân cận của một điểm nào đó nói

chung là nó chỉ có tính nhất địa phương. Để tăng cao độ chính xác ta cho bậc của đa thức

tiến dần ra vô cùng nhưng thay thế trên vẫn chỉ có tính chất địa phương.

Ngày nay, chuỗi Taylor được sử dụng rất nhiều trong các lĩnh vực sử lý tín hiệu số,

điện điện tử. Những chuyên gia về sử lý tín hiệu số là những người hơn ai hết biết về vai

trò quan trọng của chuỗi Taylor. Do tầm quan trọng của khai triểnTalor với mong muốn

tìm hiểu sau hơn về chuỗi Taylor này và những ứng dụng của nó nên tôi chon đề tài này

để báo cáo.

2. Cơ sở lý thuyết

Cho hàm số f khả vi đến cấp ( 1)n tại lân cận điểm 0x .

 Gọi đa thức ( )nP x với deg( ( ))nP x n thỏa mãn ( ) ( )
0 0( ) ( ), 0,  k k

nP x f x k n là

đa thức Taylor của ( )f x tại lân cận điểm 0x .

 Nếu ( )nP x là đa thức Taylor của ( )f x tại lân cận 0x thì nó là duy nhất và có

dạng
( )

0 0
0 0 0

'( ) ( )( ) ( ) ( ) ... ( ) .
1! !

     
n

n
n

f x f xP x f x x x x x
n

 Với mọi x thuộc lân cận của 0x ,ta có:
( ) ( 1)

10 0
0 0 0 0

'( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ,
1! ! ( 1)!


       



n n
n nf x f x f cf x f x x x x x x x

n n

trong đó c nằm giữa x và 0x

Công thức trên được gọi là công thức khai triển Taylor cấp n của hàm ( )f x ở lân cận 0x .

Biểu thức
( )

1
0

( )( ) ( )
( 1)!

 


n
n

n
f cR x x x
n

được gọi là phần dư thứ n của khai triển Taylor.

 Khi 0x = 0 công thức Taylor trở thành
( ) ( 1)

1'(0) (0) ( )( ) (0) ...
1! ! ( 1)!


    



n n
n nf f f cf x f x x x

n n

Công thức trên được gọi là công thức khai triển Mc Laurin cấp n của hàm ( )f x .

2.4. Quy tắc L’Hospital.
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Cho ,f g khả vi ở lân cận 0( )V x nào đó của 0x , ngoài ra ( ) 0 g x , 0 0( ) \{ } x V x x .

Khi đó, nếu tồn tại giới hạn
0

( )lim
( )




x x

f x L
g x

thì cũng có
0

0

0

( ) ( )lim .
( ) ( )




x x

f x f x L
g x g x

Chú ý:

1. Cho ,f g là hai hàm khả vi ở 0 0( ) \{ }V x x , ( ) 0 g x , 0 0( ) \{ } x V x x và

0 0

lim ( ) lim ( ) 0
 

 
x x x x

f x g x . Khi đó, nếu tồn tại giới hạn
0

( )lim
( )




x x

f x L
g x

thì

0

( )lim .
( )


x x

f x L
g x

2. Kết quả vẫn đúng trong trường hợp 0 x và trường hợp

0 0

lim ( ) , lim ( )
 

 
x x x x

f x g x

3. ỨNG DỤNG KHAI TRIỂN TAYLOR, MACLAURIN

Bài 1. Cho hàm f khả vi liên tục trên  0;2 và thỏa mãn các điều kiện  0 1,f 

 2 3;f     ' 2, 0;2 .f x x   Chứng minh:

 
2

0

2f x dx 
+      10 ' . ,f x f f c x     1 0; 1 2c x f x x   
+        22 ' . 2 ,f x f f c x          2 ;2 3 2 2 2 1c x f x x f x x       

+          
2 1 2 1 2

0 0 1 0 1

1 2 2 1 2f x dx f x dx f x dx x dx x dx          
+ Dấu = xảy ra  

 
 

1 2 ,   0;1

2 1,   1;2

x x
f x

x x

    
 

.

Điều này mâu thuẫn mới giả thiết f khả vi liên tục trên    
2

0

0;2 2.f x dx 
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Bài 2. Cho hàm f khả vi hai lần trên  và thỏa mãn    0 1 251,f f 

 
 

0;1

3min .
4x

f x


  Chứng minh rằng
 

 
0;1

" 2014.
x
Max f x




+ Do
 

 
0;1

3min
4x

f x


  nên tồn tại  0;1c sao cho   3 .
4

f c   Do hàm f khả vi liên

tục trên    0;1 ' 0.f c 

+               
2 2

1 1 1 2

1007 10070 ' " . " . "
2 2 4 2
c cf f c f c c f f f

c
  


       

                
 

2 2

2 2 2 2

1 1 1007 10071 ' 1 " . " . "
2 2 4 2 1
c c

f f c f c c f f f
c

  
 

       


+    
 

2 2
2

1 2 2 4

1007 1007" . " 2014
14 1 4
2

f f
c cc c

    
      

  

+ Do            
 

 
2

1 2 1 2 0;1
0; 0;1 ;  ;1 0;1 " . "

x
c c f f Max f x   



         

Bài 3. Cho hàm  : 0;1f   sao cho  " 0f x  với mọi  0;1 .x Chứng minh:

a.      
1 1

2

0 0

2 3 0f t dt f t dt f  

b.      
1 1

2

0 0

2 1 x f x dx f x dx  
+ Với   20;1 0 1t t t     . Do    " 0, 0;1f x x     'f x đồng biến trên  0;1 .

+        2 2' . ,f t f t f c t t    2;c t t

+ Mà                2 2 2 2 2' ' ' ' 'f t f c f t f t t t f t f t f t t t       
+ Do đó

         
1 1 1 1

2 2 2 2

0 0 0 0

' 'f t t t dt f t dt f t dt f t t t dt       
                 

1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

0 0 0 0

11 1 1 1 1' 1 1 0
02 2 2 2 2

f t t t dt t d f t t f t f t dt f f t dt           
              

1 1 1

2 2

0 0 0

1
' 1 2 1 2

0
f t t t dt t t f t t f t dt t f t dt         
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Bài 4. Tìm tất cả các hàm f có đạo hàm đến cấp hai liên tục trên  0;1 thỏa mãn

   0 ' 0 1,f f     " 0, 0;1f x x   và  
1

0

3 .
2

f x dx 
+  0;1x :          

2 2

0 ' 0 " 1 " 1
2 2
x xf x f f x f c x f c x        , với  0;c x

+ Suy ra    
1 1

2

0 0

1 31
02 2

xf x dx x dx x 
     

  
+ Dấu = xảy ra

           " 0, 0;1 " 0, 0;1 'f c c f x x f x a f x ax b            
Do      0 ' 0 1 1f f f x x    

Bài 5. Cho hàm f liên tục trên  ;a b và    " 0, ; .f x x a b  

Chứng minh:          ' , ; .
2

b

a

a bf x dx b a f c c f c c a b           
+                

2

' " . '
2

x c
f x f c f c x c f f c f c x c


      

+

       '

b b

a a

f x dx f c b a f c x c dx    
               

2 2 2

' ' ' . '
2 2 2 2

b

a

bx c b c a c a bf c x c dx f c f c f c b a c
a

              
   

Bài 6. Giả sử f khả vi liên tục trên  0;1 và    0 1 0.f f  Chứng minh tồn tại ít

nhất một điểm  0 0;1x  sao cho    
1

0

0

' 4f x f x dx 
+ Do hàm f khả vi liên tục trên    0;1 'f x liên tục trên  0;1 . Do đó tồn tại

 0 0;1x  sao cho  
 

 0 0;1
' '

x
f x Max f x




+                1 1 1 00 ' ' 'f x f f c x f x f c x f x f c x f x x       ,  1 0;c x
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+            2 21 ' 1 ' 1f x f f c x f x f c x     

         2 0' 1 1 ,f x f c x f x x     với  2 ;1c x
+

           

1 1
1 1 12 2

0 0

1 10 0 0
2 2

1f x dx f x dx f x dx f x xdx f x x dx        

       
1

1 12

0
0

10 0
2

1
4

f x
f x dx f x xdx x dx

 
 
     
 
 
 

  
Bài 7. Giả sử hàm f có đạo hàm đến cấp hai trên  0;1 thỏa mãn  1 0,f  và với

mọi    0;1 : " 1.x f x  Chứng minh   1 10 2
2 4

f f    
 

+    
2

2

1 1 1 1 11 ' 1 " 1
2 2 2 2 2

f f f f c                
      

+    
2

1

1 1 1 1 10 ' "
2 2 2 2 2

f f f f c                
      

+        1 2
1 1 1 11 0 2 " " 2
2 8 2 4

f f f f c f c f                 

   1 1 10 2 1
2 4 4

f f f      
 

Bài 8. Cho hàm số  g x có  " 0, .g x x   và hàm  f x liên tục trên  thỏa

mãn    0 0 ,f g       2

0

' 0
0 .

2
g

f x dx g



  
Chứng minh tồn tại  0;c  sao cho    .f c g c

+ Đặt        h x f x g x h x   liên tục trên  0; .
+      0 0 0 0.h f g  

+          
0 0

0 ' 0 " .
2
xh x dx f x g g x g dx

 

       
+              

2

0 0 0

0 ' 0 0 ' 0 .
0 02

xh x dx f x g g x dx f x dx g x g

  

 
          
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+        
2

0 0

0 . ' 0 . 0
2

h x dx f x dx g g

 

     .

+ Do đó tồn tại  0;  sao cho   0.h   Do hàm h liên tục trên    0; 0;  nên
tồn tại  0;c  sao cho   0.h c 

Bài 9. Cho hàm f khả vi liên tục hai lần trên  thỏa mãn  1 0,f   
1

0

0.f x dx 
Chứng minh với mọi  0;1  ta đều có:  

 
 

0;1

0

2 "
81 x

f x dx Max f x






+              
1 1

2 2

0 0 0

1
1 ' "

2
x

f x dx f x dx f x xf x f dx




    

 
     

    
+      

1 1

0 0

1
' 0

0
xf x dx xf x f x dx   

+        
1 1

2 2

0 0 0

1
"

2
x

f x dx f x dx f dx




   


    

           
 

 
1 1

2 2 22
2

0;1

0 0 0

1 1 1
" " "

2 2 6 x

x
f x dx f dx x f dx Max f x



    
  



  
     
+        321 2 1 1 2 2 11 1 8 2.

6 12 12 3 12 27 81
            

    
 

+  
 

 
0;1

0

2 "
81 x

f x dx Max f x






Bài 10. Cho hàm f khả vi trên  0;1 và    0 1 0,f f     ' 1, 0;1 .f x x  

Chứng minh:  
1

0

1
4

f x dx 
+            1 10 ' . ' . ,f x f f c x f x f c x f x x       1 0;c x

+             2 21 ' 1 ' 1 1 ,f x f f c x f x f c x x        với  2 ;1c x
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+          

1 1
1 1 1 12 2

1 10 0 0 0
2 2

11
4

f x dx f x dx f x dx f x dx xdx x dx           
Bài 11. Cho hàm f khả vi liên tục đến cấp hai trên  ;a b thỏa mãn     0.f a f b 

Đặt
 

 
;

min " .
x a b

m f x


 Chứng minh:    3

12

b

a

m a b
f x dx




+            2

1' . " .
2

a x
f a f x f x a x f 


    với  1 ;a x 

+            2

2' . " .
2

b x
f b f x f x b x f 


    với  2 ;x b 

+              2 2

1 22 ' . 2 " . " . 0
2 2

a x b x
f x f x a b x f f 

 
      

+              2 2

1 22 ' . 2 " . " .
2 2

a x b x
f x f x a b x f f 

 
      

+          2 22 ' . 2
2 2
m mf x f x a b x a x b x        

+          2 22 ' . 2
2 2

b b b b

a a a a

m mf x dx f x a b x dx a x dx b x dx           
+          ' . 2 2 2

b b

a a

b
f x a b x dx a b x f x f x dx

a
      

               ' . 2 2 2

b b b

a a a

f x a b x dx a b f b a b f a f x dx f x dx         
+      3 3

2

3 3

b

a

bx a b a
a x dx

a
 

   ;      3 3
2

3 3

b

a

bx b b a
b x dx

a
 

  
+        3 3

4
3 12

b b

a a

b a m a b
f x dx m f x dx

 
     
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4. Kết luận

Bất đẳng thức tích phân rất hay xuất hiện trong các đề thi olympic toán sinh viên toàn
quốc. Để giúp các em sinh viên có thể làm tốt câu bất đẳng thức tích phân tôi đã hoàn
thành báo cáo này.

Báo cáo gồm một hệ thống bài tập có lời giải chi tiết cùng với phần mở đầu, kết luận,
danh mục tài liệu tham khảo.

Nội dung được trình bày trong báo cáo là những kiến thức bổ ích về bất đẳng thức
tích phân. Báo cáo này là tài liệu tham khảo tốt cho các em trong đội tuyển olympic. Mặt
khác nó cũng là tài liệu tham khảo tốt cho các em sinh viên năm thứ nhất các trường Đại
học. Do thời gian có hạn nên những nội dung được trình bày trong báo cáo vẫn còn mang
tính chất khái quát. Vì vậy nếu bạn đọc muốn tìm hiểu sâu hơn về báo cáo có thể tham
khảo thêm các tài liệu được trích ở cuối báo cáo này.

Hy vọng nội dung của báo cáo sẽ giúp các thầy, cô giáo cùng với các bạn sinh
viên đang giảng dạy và học tập có thêm nguồn tài liệu hữu ích, bổ sung thêm phương
pháp để tiếp cận vấn đề, nhằm nâng cao chất lượng bài giảng, giúp các em sinh viên hiểu
sâu sắc được vấn đề hướng tới đạt thành tích cao trong các kì thi ./.
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