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PHẦNMỞ ĐẦU

Đại số tuyến tính là môn học quan trọng đối với sinh viên ngành Toán cũng như

sinh viên ngành Kỹ thuật khác, là học phần tạo cho em nhiều hứng thú khi học. Đại

số tuyến tính gồm nhiều vấn đề nhưng trong báo cáo này tôi đặt vấn đề liên quan

đến ma trận, và đặc biệt quan tâm đến ma trận luỹ linh hay được đưa vào trong các

bài thi Olympic.

Nội dung chính của báo cáo gồm 2 phần:

Phần 1: Trình bầy 6 phương pháp tạo ra ma trânh luỹ linh: tính trực tiếp,
sử dụng công thức Newton, quy nạp, chéo hóa ma trận, đưa về dạng chuẩn tắc
Jordan, sử dụng định lý Cayley – Hamilton.

Phần 2: Bài tập và lời giải

MỘT SỐ PHƯƠNG PHÁP TÍNH LŨY THỪA CỦA

MA TRẬN VUÔNG

1.1 Tìm ma trận luỹ linh bằng phương pháp tính trực tiếp

1.1.1 Phương pháp

Phân tích ma trận về các ma trận đặc biệt như ma trận đơn vị, ma trận không.

1.1.2 Các ví dụ

Ví dụ 1

Tính
20200 1

1 0
 
  

Giải

Đặt 2 40 1 1 0 1 0
1 0 0 1 0 1

A A A
     

               

Ta có   5 0 52 0 2 0 4 1 0
0 1

A A  
   

 
Ví dụ 2

Cho

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

A

 
 
 
 
 
 

, tính nA

Giải
Dễ thấy 4 0 0, 4nA A n    
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Vậy

0 0 1 0
0 0 0 1

, 2
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

, 3
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

, 4
0 0 0 0
0 0 0 0

n

n

A n

n

 
 
  
 
 
 
       
 
 
  
 
 
 

Ví dụ 3

Tìm tất cả các ma trận thực cấp 2
a b

A
c d

 
  
 

sao cho .
n n

n
n n

a b
A

c d
 

  
 

Giải

Dễ thấy ma trận
0 0
0 0

A  
  
 

là ma trận cần tìm.

Vì
n n

n
n n

a b
A

c d
 

  
 

đúng với *
n n

n
n n

a b
n N A

c d
 

     
 

đúng với n=2 .

Khi đó ta có:
2 2 2

2
2 2 2

(a d)
(a d)
a bc b a b

A
c bc d c d
    

    
    

Suy ra hệ

2 2

2

2

2 2

0 (1)
(a d)

(a d b) 0 (2)
(a d) c (a d c) 0 (3)

a bc a
bc

b b
b

c c
bc d d

  
 

      
       
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Trường hợp 1: với 0c 

Từ hệ phương trình ta có
0

0 (4)
b
a d c


   

Từ đẳng thức
3 3 2 3

3 2
3 3 2 2 3

00 0
(a d) (a d) d

aa b a a
A A A

c dc d c d ac c d
      

                 
Suy ra 3 2(a d) dc ac c   đúng với n=2 .
Từ (4) ta có c=a+d thay vào phương trình trên ta được

3 2 2(a d) (a d) (a d) ad 0a d      

+ Nếu a=0 từ (4) ta có
0 0 0

0
b

A
d c c c
  

      

+ Nếu d=0 từ (4) ta có
0 0
0 0

d b c
A

a c c
   

      
Trường hợp 2: với 0b 

+ Tương tự như trường hợp 1 ta có: Nếu a=0 từ (4) ta có
0
0

b
A

b
 

  
 

hoặc

0 0
b b

A  
  
 

.

Trường hợp 3: với 0b c 
0

0
a

A
d

 
   

 

Thử lại cả 5 trường hợp đều thỏa mãn. Vậy các ma trận cần tìm là:

0 0
;A

a a
 

  
 

0
;

0
b

A
b
 

  
 

;
0 0
c c

A  
  
 

0
;

0
d

A
d

 
  
 

0
0
e

A
f

 
  
 

1.2 Tìm ma trận luỹ linh bằng phương pháp quy nạp toán học

1.2.1 Phương pháp

Bước 1: Tính các lũy thừa A2 , A3 , A4 ,...

Bước 2: Dự đoán công thức tổng quát An

Bước 3: Sử dụng phương pháp quy nạp toán học để chứng minh công thức

đã dự đoán ở bước 2.

1.2.2 Các ví dụ
Ví dụ 1

Cho
1 1
0 1

A  
  
 

, tính nA

Giải

Dễ thấy 2 3 41 2 1 3 1 4
, ,

0 1 0 1 0 1
A A A     

       
     
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Dự đoán
1
0 1

n n
A  

  
 

+ Ta chứng minh dự đoán trên bằng phương pháp quy nạp toán học
 Với n=1 công thức trên đúng

 Giả sử công thức đúng với n=k, ta có
1
0 1

k k
A  

  
 

 Chứng minh công thức đúng với n=k+1
Thật vậy:

1 1 1 1 1 1
.

0 1 0 1 0 1
k k k k
A A A     

      
    

Vậy ta có
1

.
0 1

n n
A  

  
 

Ví dụ 2

Cho
1 1 1
0 1 1
0 0 1

A
 
   
 
 

, tính nA

Giải

Dễ thấy 2 3 4

1 2 3 1 3 6 1 4 10
0 1 2 , 0 1 3 , 0 1 4
0 0 1 0 0 1 0 0 1

A A A
     
            
     
     

Dự đoán

(n 1)1
2

0 1
0 0 1

n

nn

A n

 
 
 

  
 
 
 

Ví dụ 3

Cho
cos sin
sin cos

x x
A

x x
 

  
 

, tính nA

Giải

Dễ thấy 2 3 4cos 2 sin 2 cos3 sin 3 cos 4 sin 4
, ,

sin 2 cos 2 sin 3 cos3 sin 4 cos 4
x x x x x x

A A A
x x x x x x

       
       
     

Dự đoán
cos nx sin nx
sin nx cos nx

nA
 

  
 

Ví dụ 4

Cho

2 0 3 7
0 2 8 4
0 0 2 0
0 0 0 2

A

 
 
 
 
 
 

, tính nA

Giải
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Đặt:
3 7 0 0 1 0

; ;
8 4 0 0 0 1

B O I
     

       
     

Khi đó ma trận A có dạng
2

2
I B

A
O I

 
  
 

2
2

2

2 2.2
;

2
I B

A
O I

 
  
 

3 2
3

3

2 2 .3
;

2
I B

A
O I

 
  
 

4 3
4

4

2 2 .4
;

2
I B

A
O I

 
  
 

Dự đoán
12 2

;(5)
2

n n
n

n

I nB
A

O I

 
  
 

Chứng minh công thức (5) bằng phương pháp quy nạp:
 Với n=1 công thức (5) đúng;

 Giả sử công thức (5) đúng với n=k, ta có
12 2

;
2

k k
k

k

I kB
A

O I

 
  
 

 Ta cần chứng minh (5) đúng với n=k+1
Thật vậy

1 1
1

1

22 2 2 2 ( 1)
.

22 2

k k k k
k k

k k

I BI kB I k B
A A A

O IO I O I

 




    
      

    

Vậy ta được
12 2
2

n n
n

n

I nB
A

O I

 
  
 

Hay

1 1

1 1

2 0 3 2 72
0 2 8 2 4 2
0 0 2 0
0 0 0 2

n n n

n n n
n

n

n

n
n n

A

 

 

 
 
 
 
  
 

1.3 Tìm ma trận luỹ linh bằngphương pháp sử dụng nhị thức Newton

1.3.1 Phương pháp

Giả sử A là ma trận vuông cấp k, tính lũy thừa bậc n của ma trận A với n nguyên
dương.

Bước 1 : Phân tích A = B+ D, trong đó BD = DB, B, D là các ma trận tính lũy

thừa dễ dàng.
n

Bước 2: An  B  D n Cnk B n k D k
k 0

1.2.3 Các ví dụ

Ví dụ 1
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Cho ma trận
4 1
0 3

A  
  
 

, tính nA

Giải

Dễ thấy 2

4 1 1 0 1 1
3 3

0 3 0 1 0 0
A I B     
         
     

Bằng phương pháp quy nạp ta chúng minh được kB B
Khi đó ta được   0 1 1 2 2 2

2 23 3 3 3 ....nn n n n n n
n n n nA I B C I C B C B C B      

 0 1 1 2 2 0
2

2

3 3 3 3 .... 3

4 4 3
3 (4 3 )B

0 4

n n n n n n
n n n n n

n n n
n n n

n

I C C C C C B

I

       

 
     

 

Ví dụ 2

Cho ma trận
1
1 1 0
1 0 1

a a
A

 
   
   

, tính nA

Giải

Dễ thấy 3

0
; 1 0 0

1 0 0

a a
A I B B

 
      
  

Bằng phương pháp quy nạp ta chúng minh được

2

0 0 0 0 0 0
0 ; 0 0 0 , 3
0 0 0 0

kB a a B k
a a

   
        
       

Khi đó ta được   0 1 1 2 2 2
3 3( 1) ( 1) ( 1) ....nn n n n n n

n n n nA I B C I C B C B C B           
0 1 1 2 2 2

3( 1) ( 1) ( 1)

1
(n 1) (n 1)( 1) 1
2 2

(n 1) (n 1)1
2 2

n n n
n n n

n

C I C B C B

na na
n nn a a

n nn a a

      

 
  
      
 
    
 

Ví dụ 3

Cho ma trận
2006 1 2006
2005 1 2006
2005 1 2005

A
 

   
  

, hãy xác định tổng các phần tử trên

đường chéo chính của ma trận 2 3 4 ... nS I A A A A     
Giải
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Dễ thấy 3

2005 1 2006
; 2005 1 2006

2005 1 2006
A I B B

 
     
  

Ta tính được
0 0 0
0 0 0 , 2
0 0 0

kB k
 
   
 
 

  0 1 2 2
3 3 3....nn n n

n n n nA I B C I C B C B C B I nB        

Khi đó
2 3 4 ... (I B) (I 2B) ... (I nB)

(n 1)(n 1) I (1 2 3 ... n)B (n 1) I 3(n 1) 0
2

nS I A A A A I
n B

             


            
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1.4 Tìm ma trận luỹ linh bằng phương pháp chéo hóa ma trận

1.4.1 Thuật toán chéo hóa ma trận

Cho ma trận A  Mn Để chéo hóa ma trận A (nếu có thể) ta có thuật toán chéo

hóa như sau:

Lập phương trình đặc trưng det(A  In )  0 và giải phương trình để tìm các giá trị

riêng.

+ Nếu A không có giá trị riêng nào thì A không chéo hóa được.

+ Giải sử A có r giá trị riêng đôi một phân biệt 1 , 2 , ..., r tương ứng với số

bội là n1 , n2 ,..., nr . Nếu từ các giá trị riêng ta tìm được đủ n véc tơ riêng độc lập tuyến

tính thì ma trận A là chéo hóa được, (trong trường hợp ngược lại không đủ n véc tỏ riêng

độc lập tuyến tính thì ma trận A không chéo hóa được).

1.4.2 Phương pháp

Giả sử A  Mn và A là ma trận chéo hóa được.

Bước 1: chéo hóa ma trận A. Khi đó 1D T AT là ma trận chéo mà các phần tử trên

đường chéo chính lần lượt là các giá trị riêng của A.

Bước 2: 1 1 1 1... . ...Tn nA AA A TAT TAT AT TD T     

1.4.3 Các ví dụ:

Ví dụ 1

Cho ma trận
1 3 0
3 2 1
0 1 1

A
 
    
  

, tính nA

Giải
Dễ dàng tìm được 1 2 31, 3, 4     

Với các véc tơ riêng tương ứng là

1 2 3(1,0,3); ( 3, 2,1); ( 3,5,1)u a u b u c     

Khi đó ta thu đươc
1 0 0 1 3 3
0 3 0 ; 0 2 5 .
0 0 4 3 1 1

D T
    

        
      
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1

7 3 9
20 10 201 3 3 1 0 0
3 1 10 2 5 0 3 0
4 2 4

3 1 1 0 0 ( 4) 3 2 1
10 5 10

7 9 9 3 3 9 3 3 33 ( 4) 3 ( 4) 3 ( 4)
20 4 10 10 2 10 10 14 35

3 3 1 13 ( 4) 3 2( 4) 3 ( 4)
2 2 2 2

21 3 3
20 4

n n

n

n n n n n n

n n n n n n

n

A TD T 

  
 

    
                 

 


        

        

  
3 9 1 2 27 1 1( 4) 3 ( 4) 3 ( 4)
10 10 2 5 20 4 10

n n n n n

 
 
 
 
 
         
 

Ví dụ 2

Cho ma trận

3 51
2 2
1 3 1
2 2

A

 
 

 
 

 
 

, tính 2014A

Giải

Dễ dàng tìm được 1 2
3 1 3 1i, i .
2 2 2 2

    

với các véc tơ riêng tương ứng là: 1 2(2 i,1); (2 i,1).u a u b   

Khi đó ta thu đươc

3 1 0 2 22 2 ; .
1 13 10

2 2

i i i
D T

i

 
           

 
 

3 1 cos( ) isin( ) 00
6 62 2

3 1 0 cos( ) isin( )0 6 62 2

i
D

i

 

 

       
    
        

2014

1 3 0
2 2 .

1 30
2 2

i
D

i

 
 

  
 

 
 

Vậy ta thu được 2014 2014 1

1 5 33
2 2 .

3 1 3
2 2

A TD T 

 
 

  
 

 
 
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1.5 Tìm ma trận luỹ linh bằng phương pháp đưa ma trận về dạng

chuẩn tắc Jordan

1.5.1 Khối Jordan

Ta gọi ma trận sau đây là một khối Jordan
1 ... 0

0 ... 0
( )

0 0 ... 1
0 0 ...

J








 
 
 
 
 
 

Nếu cấp của khối Jordan bằng 1 ta qui ước: ( )J  

Ta gọi ma trận sau đây là ma trận Jordan, trong 1( )... ( )nJ J  là các khối Jordan.

1

2

( ) 0 ... 0
0 ( ) ... 0
0 0 ... 0
0 0 ... ( )n

J
J

J

J






 
 
 
 
 
 

1.5.2 Định lí

Cho f là toán tử tuyến tính tùy ý. Giả sử đa thức cực tiểu của nó có ( )J   trong

đó p1 ,..., pr 1 và g1,..., gr là những đa thức bất khả quy khác nhau. Khi đó, f có ma

trận biểu diễn là ma trận Jordan. Hơn nữa, mọi ma trận vuông A đều có dạng chuẩn

tắc Jordan và dạng chuẩn tắc Jordan xác định duy nhất, nếu không kể thứ tự các

khối Jordan. Cụ thể nếu kí hiệu i kS là các khối Jordan của đa thức

(i 1, , 1 )k
i ig r k p   xuất hiện trong dạng chuẩn tắc Jordan thì:

1 11 (A) 2 (A) (A)
deg

k k k
ik i i i

i

S rankg rankg rankg
g

     

là các khối Jordan. trận sau đây là ma trận Jordan, trong 1( )... ( )nJ J  là các khối

Jordan.

1.5.3 Thuật toán tìm dạng chuẩn tắc Jordan của ma trận vuông A

Bước 1: Tính đa thức đặc trưng và phân tích ra các nhân tử bất khả qu
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Giả sử: f A   g1m1 ...grmr

Bước 2: Tìm đa thức cực tiểu dưới dạng g A   g1p1 ...grpr

Trong đó 1  p1  m1 ,...,1  pr  mr

Bước 3: Với mỗi nhân tử gi sử dụng định lí 1.5.2 để tính số các khối Jordan

liên kết với gik

Bước 4: Lập các khối Jordan liên kết với tất cả đa thức gik có Sik  0 , rồi

ghép chúng lại với nhau, mỗi khối xuất hiện Sik lần, để được ma trận đường

chéo khối. Đó chính là dạng chuẩn tắc Jordan cần tìm.

Chú ý: Trong một số trường hợp, không cần thực hiện bước 3 mà chỉ cần dựa vào hai chú ý

sau là ta có thể tìm được số các khối Jordan.

- Với mỗi i= 1, 2,3…,r có ít nhất một khối Jordan liên kết với ip
ig

- Với mỗi i= 1, 2,3…,r tổng các cấp của khối Jordan liên kết với ip
ig đúng bằng .im

1.5.4 Phương pháp

V là không gian véc tơ hữu hạn chiều trên trường số thực

Giả sử , (V),SnA M f End   là cơ sở chính tắc của V và   .
S

f A



Bước 1: Tìm ma trận J là dạng chính tắc Jordan cảu ma trận A.

Bước 2: Tìm cơ sở S của V sao cho   .
S

f J

Bước 3: gọi P là ma traanh chuyển từ cơ sở S  sang S. Suy ra các cột trong ma trận P là

các véc tơ trong cơ sở S.

Khi đó, 1 1 1 .n nJ P AP A PJP A PJ P      

1.5.5 Các ví dụ

Ví dụ 1

Cho ma trận
5 17 25
2 9 16
1 5 9

A
 

   
  

, tính nA

Giải
Giả sử S  là cơ sở chính tắc của 3 3, (R )R f End và   .

S
f A



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Đa thức của trưng của A: 2( ) ( 1)( 2) .Af     

Đa thức cực tiểu của A: 2 2
1 2( ) ( 1)( 2)Ag g g     

2
1 11 3 3 3

11 2 (A I ) rank(A I ) 3 2.2 2 1.
1

g S rankI rank              

2 2
2 22 3 3 3

12 (A 2 I ) 2 (A I ) rank(A I ) 1.
1

g S rank rank            

Khi đó dạng chuẩn tắc của Jordan của ma trận A là:

1 0 0
0 2 1
0 0 2

J
 
   
 
 

Gọi 1 2 3{u ,u ,u }S  là cơ sở của 3R sao cho:  
1 1

2 2

3 2 3

(u ) u
(u ) 2u
(u ) u 2

S

f
f J f

f u


  
  

trong đó, 1 2u ,u lần lượt là các vec tơ riêng ứng với các giá trị riêng 1 21, 2   . Tính

toán ta thu được 1 2(11,7,3); u (3,2,1)u   .

Giả sử 3u (a,b,c) với a,b,c R

Ta có:   ' '
, , 1,3i iSS

f A u u i   và 3 2 3(u ) u 2f u 

Suy ra

Chọn c=0 suy ra 3u (1,0,0)

Gọi P là ma trận chuyển từ cơ sở S’ sang S suy ra
11 3 1
7 2 0
3 1 0

P
 
   
 
 

Do đó 1

1 0 0
0 2 2 .
0 0 2

n n n

n

J n 

 
   
 
 

Vậy

1 1 1

1 1 1

1 1 1

4 3.2 3 2 19 15.2 6 2 26 24.2 3 2
4 2.2 2 2 15 10.2 4 2 18 16.2 2 2 .
2 2 2 7 5.2 2 2 8 8.2 2

n n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n

n n n
A n n n

n n n

  

  

  

        
 

         
         
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1.6 Tìm ma trận luỹ linh bằng phương pháp sử dụng định lí

Cayley - Hamilton

1.6.1 Định lí

Cho A là ma trận vuông cấp n. Đa thức đặc trưng của A bậc n là định thức

( ) .A nP A I   Khi đó (A) 0.AP 

1.6.2 Phương pháp

Cho f    an  n  an1 n 1  ...  a1  a0 , tính f A với A là ma trận vuông cấp k.

Bước 1: Lập đa thức đặc trưng của A và tìm các giá trị riêng của A. Giả sử A có i giá trị

riêng tương ứng với bội i , i 1, r

Khi đó: 1 2
1 2( ) ( 1) ( ) ( ) ...( ) .rn

A rP             

Bước 2: Lấy f  chia cho PA  giả sử được thương Q dư R

Khi đó: f   PA   Q    R 
 f A   PA A Q A   R A   R A

Vì theo định lí Cayley-Hamilton PA A  0
Cách tìm đa thức dư R  

Ta có: 0  deg R   n 1

Giả sử: R    bn 1 n 1  bn 2  n 2 ... b1  b0
Các hệ số 0 1 2 1, , ,..., nb b b b  là nghiệm của hệ phương trình sau:

Chú ý Cách tính (x) 0f  là trường hợp đặc biệt của tính (A)f

với ( ) (A).k kf A f   

1.6.3 Các ví dụ:

Ví dụ 1

1 1( ) ( )
1 1

( ) ( )

( ) R( ), 1,

( ) R ( ), 1, 1
...

( ) R ( ), 1, 1r r

i i

j j
i i

j j
i i r r

f i r

f j

f j

 

  

  

  


  


   
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Cho ma trận
4 5 2
5 7 3
6 9 4

A
 

   
  

, tính (A)f biết

2009 2008( ) 2009 2008 ...f x x x x   
Giải
Đa thức đặc trưng của A: 2(x) x (x 1)AP   
Lấy (x)f chia cho (x)AP giả sử được thương (x)Q dư R(x):

Khi đó: (x) P (x)Q(x) R(x)Af   .

Giả sử 2(x) axR bx c  

Ta có
(0) (0) 0 0
(1) (1) 1005 1004
(0) (0) 1 1

f R c c
f R a b c a
f R b b

    
          
       

Suy ra 2(x) 1004xR x 

Theo định lý Caylet- Hamilton thì (A) 0AP  .

Do đó 2

3016 3017 1006
(A) R(A) 1004 3017 3019 1007

3018 3021 1008
f A A

 
      
  

.

Phần 2: Các ứng dụng
Bài 1.1

Tính nA , biết

a)
1
0 1

m
A  
  
 

, b)
2 1
3 2

A
 

   
, c)

0
a b

A
a

 
  
 

,

d)

0 ... 0
0 ... 0
... ... ... ...
0 0 ...

a
a

A

a

 
 
 
 
 
 

Bài 1.2
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Tìm các số thực sao cho
4 3 1

1 3

a b
b a

   
        

Bài 1.3 Cho  là giá trị riêng của M ( )nA K , K  và k . Chứng minh rằng

a)  là giá trị riêng của ma trận A .

b) k là giá trị riêng của ma trận kA .
c)   là giá trị riêng của ma trận A I .
d) ( )f  là giá trị riêng của ma trận đa thức ( )f A .

Bài 1.4 Cho  là giá trị riêng của M ( )nA K . Chứng minh rằng

a) Nếu A khả nghịch thì 1 là giá trị riêng của ma trận 1A .

b) Nếu A khả nghịch thì 1  là giá trị riêng của ma trận 1A A .

Bài 1.5 Cho A là ma trận vuông cấp n trên K và 1 2, , , n   là các giá trị riêng của nó.
Chứng minh rằng

a) 1 2det( ) n
nA      .

b) 1 2det k k k k
nA     .

c) 1 2det( ) ( )( ) ( )nA I           .

d) 1 2det ( ) ( ) ( ) ( )nf A f f f    .

Bài 1.6 Cho ma trận A trên trường số thực  như sau

9 1 5 7
8 3 2 4
0 0 3 6
0 0 1 8

A

 
  
 
  

a) Tính det A
b) Tính 4det( )A I với   .

c) Tính det ( )f A biết rằng 2( ) 1nf x x x   .
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PHẦN KẾT LUẬN

Báo cáo đã nêu được Các phương pháp tìm ma trận luỹ linh và bài tập liên quan

đến ma trận vuông.Cách tính lũy thừa ma trận, chéo hóa ma trận, tìm dạng chuẩn

tắc Jordan của ma trận bằng phần mền Maple. Ngoài ra, một số bài toán trong đại số

tuyến tính có thể quy về giải trong số phức và ngược lại.

Qua báo cáo này tôi học hỏi, tích lũy thêm được nhiều kiến thức về Đại số tuyến

tính. Nếu điều kiện cho phép tôi sẽ nghiên cứu sâu về ma trận vuông nhằm cung cấp

thêm tài liệu tham khảo cho sinh viên đặc biệt là những bạn thi Olympic Toán học

sinh viên.
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