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GIỚI THIỆU
Ma trận là một trong những câu dễ “ăn điểm” trong đề thi Olympic Đại số. Tuy nhiên, ngoài việc sinh viên nắm chắc kiến thức cơ bản được học trên lớp, trong học phần Đại số tuyến tính, thì sinh viên cần phải làm quen với các dạng bài liên quan đến ma trận. Chẳng hạn, các bài toán thực tế có sử dụng ma trận hay các bài toán sử dụng các phép toán cơ bản của ma trận. Nên tôi làm báo cáo học thuật này, mục đích là để tổng hợp lại các dạng bài và đưa ra các cách giải hợp lí để tạo ra một tài liệu bổ ích cho cả sinh viên lẫn giảng viên giảng dạy luyện thi Olympic môn Đại số. Hi vọng, tài liệu sẽ giúp cho trường Đại học Mỏ địa chất thu về nhiều giải thưởng cao trong các kì thi Olympic.



















PHẦN I: CÁC DẠNG BÀI THƯỜNG GẶP
Các dạng bài toán thường gặp:
· Tính lũy thừa ma trận
· Chứng minh ma trận khả nghịch
· Ma trận lũy linh
· Hạng của ma trận
· Vết của ma trận
· Phép toán ma trận
Dạng 1: Tính lũy thừa ma trận
Phương pháp:
· Tính lũy thừa ma trận cấp 2, 3: Dùng công thức Halminton – Cayley:
Ma trận  là nghiệm của phương trình đặc trưng:

Với  là tổng các định thức con cấp  trên đường chéo chính (có tất cả  định thức như vậy). Đặc biệt, .
· Tính lũy thừa ma trận cấp cao: Dùng phương pháp quy nạp.
· Ma trận tam giác trên cấp n, có đường chéo chính bằng 0 thì 
Ví dụ:
 là ma trận lũy linh bậc 2 vì 
 là ma trận lũy linh bậc 4 vì 

1.  Cho . Tính 
Giải: Đa thức đặc trưng là:

Phương trình có hai nghiệm phân biệt là .
Theo Định lí về phép chia đa thức, tồn tại đa thức  và các số  sao cho:

Lần lượt thay  vào biểu thức  ta thu được:

Từ đó ta được:

2.  Cho . Tính .
Giải: Đa thức đặc trưng là:

Phương trình có hai nghiệm kép là 
Khi đó ta có:

Đạo hàm hai vế theo  ta được:

Lần lượt thay  vào hai biểu thức trên ta có:

Từ đó ta thu được:

3.  (Đề thi Olympic 2018) Người ta khảo sát một mô hình di cư dân số giữa hai vùng đô thị và nông thôn với quy luật như sau: Hằng năm, có 50% dân số vùng nông thôn chuyển về vùng đô thị và đồng thời có 25% dân số vùng đô thị chuyển về vùng nông thôn sinh sống. Giả sử  tương ứng là số dân vùng nông thôn và vùng đô thị ở thời điểm ban đầu 
a. Hỏi sau  năm dân số của vùng nông thôn và vùng đô thị là bao nhiêu?
b. Giả sử ban đầu số người sống ở nông thôn và đô thị là bằng nhau. Có thể đến lúc nào đó dân số của vùng đô thị vượt quá 80% tổng dân số của cả hai vùng không? Giải thích?
4.  (ĐH Mỏ Địa chất 2018) Cho hai số thực dương  và 
.
Tìm ma trận vuông  sao cho .
5.  (ĐH Sư Phạm Vĩnh Long 2018) Cho  là ma trận tam giác trên cấp .
a. Khi . Chứng minh rằng nếu  thì 
b. Khi . Mệnh đề sau đây đúng hay sai: “Nếu  thì ”.
6.  (Đề thi Olympic 2009) Tồn tại hay không ma trận vuông cấp 2 thỏa mãn:

trong đó  là hằng số dương. 
7.  Cho . Tính  với  biết:

8.  (ĐH Hàng Hải 2018) Cho ma trận . Tính .
9.  (ĐH Sư Phạm Hà Nội 2 2018) Cho  có định thức khác 0. Chứng minh rằng tồn tại hai ma trận vuông cấp 2 là  có định thức bằng 0 và hai số thực  sao cho:

10.  (ĐH Sư Phạm Hà Nội 2 2018) Cho ma trận vuông cấp hai  và đa thức 
.
Hãy tính ma trận 
11.  (ĐH Công nghệ thông tin TP Hồ Chí Minh 2018) Cho 3 ma trận

Hãy tìm .
12.  (ĐH Nông Lâm Huế 2016) Cho  . Xác định ma trận:
.
13.  (ĐH Hồng Đức 2016) Tính:

14.  (ĐH Công Nghiệp Thực Phẩm 2016) Cho  là ma trận vuông cấp 2 và  là số nguyên dương. Chứng minh rằng  khi và chỉ khi .

Dạng 2: Chứng minh ma trận khả nghịch
Phương pháp:
· Để chứng minh  khả nghịch, ta chỉ ra có ma trận  sao cho 
15.  (ĐH Kỹ thuật Hậu Cần Công An Nhân Dân 2018) Cho các ma trận  thỏa mãn . Chứng minh rằng:
a. Các ma trận  khả nghịch và tìm .
b. 
16.  (ĐH Sư Phạm Kỹ thuật Hưng Yên 2018) Cho ma trận  thỏa mãn . Chứng minh rằng ma trận  khả nghịch.
17.  (ĐH Tây Bắc 2018) Giả sử  là các ma trận vuông cấp  thỏa mãn các điều kiện sau: 
.
Chứng minh rằng:  không suy biến khi và chỉ khi  không suy biến.
18.  (ĐH Công nghệ thông tin TP Hồ Chí Minh 2017) Cho  là ma trận vuông cấp  với các phần tử thực và . Gọi . Chứng minh rằng ma trận nghịch đảo  có tính chất: 

19.  (ĐH Ngoại Thương 2017) Cho  là hai ma trận vuông thỏa mãn  và . Chứng minh  không khả nghịch.
20.  (ĐH Tân Trào 2016) Chứng minh rằng: Nếu tồn tại ma trận vuông cấp  với các phần tử hữu tỷ thỏa mãn  thì  chẵn.
21.  (ĐH Hùng Vương 2016) Cho   là một ma trận vuông cấp  thỏa mãn 

Chứng minh rằng  là một ma trận khả nghịch.
22.  Cho  là các ma trận vuông. Chứng minh rằng nếu  khả nghịch thì  cũng khả nghịch.

Dạng 3: Ma trận lũy linh
Định nghĩa: Ma trận lũy linh là ma trận  vuông sao cho  với  là số nguyên dương. Số  nhỏ nhất thỏa mãn biểu thức trên gọi là bậc của ma trận lũy linh .
Tính chất đặc trưng: Cho  là ma trận lũy linh
·  có giá trị riêng duy nhất là 0.
· Đa thức đặc trưng của  là .
· Bậc của một ma trận lũy linh luôn nhỏ hơn hoặc bằng cấp của nó.
· Định thức và vết của ma trận lũy linh luôn bằng 0.
· Một ma trận  là lũy linh khi và chỉ khi cả định thức và vết của nó bằng 0.
· Nếu là hai ma trận lũy linh và  thì  và  lũy linh.
· Nếu  lũy linh thì  khả nghịch.
· Nếu  thỏa mãn  khả nghịch với mọi  thì  lũy linh.
· Mọi ma trận suy biến đều có thể viết thành tích của các ma trận lũy linh.
23.  (ĐH Kỹ thuật hậu cần Công an Nhân dân 2018) Cho các ma trận  thỏa mãn
.
Chứng minh rằng  là ma trận lũy linh.
24.  (Học viện Bưu chính viễn thông 2017) Cho ma trận  vuông cấp  và lũy linh. Chứng minh rằng với mọi ma trận  khả nghịch và giao hoán với ta có:
.
25.  (ĐH Ngoại thương 2017) Cho  là hai ma trận vuông cấp . Giả sử tồn tại  số thực  sao cho  là lũy linh. Chứng minh  lũy linh.
26.  (ĐH Công nghiệp thực phẩm 2017) Cho  là ma trận vuông cấp  lũy linh. Chứng minh:
a. Ma trận  khả nghịch.
b. Hãy biểu diễn  qua .
27.  (ĐH Sư Phạm 2 2016) Cho  là ma trận lũy linh cấp  Chứng minh:
a. Hệ các ma trận  là độc lập tuyến tính.
b. 
28.  (ĐH Bách Khoa Hà Nội 2016) Cho các ma trận  vuông cấp  thỏa mãn  là ma trận khả nghịch và  .
a. Ma trận B có thể lũy linh không?
b. Chứng minh 

Dạng 4: Hạng của ma trận
Phương pháp:
· Kiểm tra  hay 
· Kiểm tra định thức cấp .

29.  (Đề thi Olympic 2016) Cho  là nghiệm của phương trình . Tìm hạng của ma trận sau:

30.  (ĐH Kỹ thuật hậu cần Công an Nhân dân 2016) Cho các ma trận  và các số  thỏa mãn:


Và ma trận  khả nghịch. Chứng minh:

31.  (ĐH Sư Phạm Hà Nội 2 2018) Cho  là ma trận vuông cấp . Phần bù đại số của phần tử của  là 

trong đó  là định thức của ma trận thu được từ  bằng cách xóa đi hàng , cột . Gọi  là ma trận phụ hợp của . Chứng minh rằng:

32.  (ĐH Sư Phạm Kỹ thuật Vĩnh Long 2018) Cho  là các ma trận cấp . Chứng minh rằng tồn tại số nguyên dương  sao cho 
 với mọi 
33.  Cho  là ma trận vuông thỏa mãn . Chứng minh 

Dạng 5. Phép toán ma trận
1. Ma trận đối xứng:  đối xứng 
Tính chất: 
1) Các giá trị riêng của ma trận đối xứng là các số thực.
2)  là ma trận đối xứng mà các phần tử trên đường chéo chính ở dạng tổng bình phương.
2. Ma trận phản đối xứng:  phản đối xứng .
Các tính chất:
1) Ma trận phản đối xứng cấp  lẻ thì có định thức bằng 0.
2) Nếu  phản đối xứng thì  đối xứng.
3) Các giá trị riêng của ma trận phản đối xứng là thuần ảo.
4)  phản đối xứng  với mọi .
5) Hạng của ma trận phản đối xứng là một số chẵn.
6)  là ma trận đường chéo
34.  Cho . Tìm ma trận  sao cho  giao hoán với .
35.  Cho  là các ma trận vuông thỏa  . Chứng minh 
36.  Cho  là ma trận vuông cấp n và  là ma trận phần bù đại số của . Chứng minh rằng, nếu  là ma trận khả nghịch và   có một hàng gồm toàn số  thì tổng tất cả các phần tử của  khác 0.
37.  Cho  là các ma trận vuông thỏa mãn . Chứng minh rằng tồn tại ma trận  thỏa mãn 
38.  Cho  là các ma trận vuông thỏa mãn .
a. Chứng minh  là 2 ma trận giao hoán
b. Cho  là các ma trận nguyên. Tính 























PHẦN II: LỜI GIẢI
3. (Đề thi Olympic 2018)
Gọi  là số dân tại các vùng nông thôn và đô thị sau  năm. 
Ví dụ, . Ta có .
Như vậy, .
Suy ra , trong đó .
Đa thức đặc trưng của  là . Từ đây, ta suy ra  có các véc tơ riêng là  tương ứng với các giá trị riêng . 
Vậy, nếu ta đặt , thì , trong đó  là ma trận đường chéo với các hệ số trên đường chéo chính là .
Dễ dàng tính được 
Suy ra  và .
Từ đó, .
4. (ĐH Mỏ Địa chất 2018)
.
Ta tìm ma trận  có dạng .




Khi đó, 


Vì  nên  và . Từ đó, ta có:

5.  (ĐH Sư Phạm Vĩnh Long 2018)
a. Giả sử . 
Chứng minh quy nạp, , với ,  là một số thực nào đó.
Do đó, 
Suy ra  và . Thấy ngay, 
b. Giả sử 
Quy nạp,  với ,  là một số thực nào đó. 
Do đó, 
Suy ra  và . Thấy ngay 
6.  (Đề thi Olympic 2009)
Gọi đa thức đặc trưng của  là  thì  là đa thức bậc hai. Khi chia  cho  ta được thương  và dư là đa thức bậc nhiều nhất là , kí hiệu là  là các số thực). Tức là:

Theo Định lí Cayley – Hamilton ta có,  nên:

Với  là ma trận đơn vị cấp 2.
Giả sử . Từ  ta suy ra:

Từ  ta suy ra 
Từ  ta suy ra 

Theo giả thiết, , suy ra 
Vậy ma trận đã cho có dạng trên không tồn tại.
7. Đa thức đặc trưng của ma trận  là:

Lấy  chia cho  ta được:

Áp dụng định lí Cayley – Hamilton ta có:  nên thay  vào   ta được:

Thay lần lượt  vào  ta được:



Giải hệ 3 phương trình 3 ẩn  ở  ta thu được:



Vậy  khi  mà có  nên . Tức là  với .
8. Ta có , với . 
Tính cụ thể, ta được:  và  với mọi .
Suy ra .
9.  (ĐH Sư Phạm Hà Nội 2 2018)
Do  là ma trận đối xứng, có định thức khác 0, nên  có 2 giá trị riêng thực khác 0 là . Do  chéo hóa được nên tồn tại ma trận khả nghịch  sao cho:

Do đó, , ta có:

Đặt  và , ta có điều phải chứng minh.
10.  (ĐH Sư Phạm Hà Nội 2 2018)
Đa thức đặc trưng của  là  
Theo định lý Cayley – Halminton, ta có đẳng thức .
Chia đa thức  cho đa thức , ta được:

Do đó, 
11.  (ĐH Nông Lâm Huế 2016)
Ta có: 
Và 
Tìm  và  bằng quy nạp: 


Ta chứng minh,  bằng quy nạp. 
Thật vậy, giả sử 
Ta chứng minh, 

12.  (ĐH Hồng Đức 2016)
[image: A math equations on a white background

Description automatically generated]
13.  (ĐH Công Nghiệp Thực Phẩm 2016)
Nếu , thì định thức của  bằng 0, tức là nếu , thì ta có . Do đó, theo Định lý Hamilton – Cayley, 
Suy ra, 
Nếu  thì ta có , với mọi 
Nếu  thì ta có , với  nào đó khi và chỉ khi 
14.  (ĐH Kỹ thuật Hậu Cần Công An Nhân Dân 2018)
a. Do  nên ta có


Do đó,  khả nghịch và
 và 
b. Từ kết quả trên, ta có:

Hay ên                             (1)

hay 
Lấy  trừ (2), ta được , suy ra , hay 
15.  (ĐH Sư Phạm Kỹ thuật Hưng Yên 2018)


Suy ra  và 
Rõ ràng, do  nên  và lại có:

Từ đây, , do đó  khả nghịch.
16.  (ĐH Tây Bắc 2018)
Giả sử  là ma trận không suy biến, khi đó 
Mặt khác, từ giả thiết , suy ra:

Từ đó, ta có
 
Vậy  không suy biến.
Ngược lại, giả sử  không suy biến, đặt , ta sẽ có  không suy biến, đồng thời . Theo chứng minh trên, thì  không suy biến.
17.  (ĐH Công nghệ thông tin TP Hồ Chí Minh 2017)
Từ nhận xét, 
Áp dụng tính chất, định thức của tích các ma trận không suy biến, sẽ bằng tích của các định thức đó, từ đó ta sẽ thu được:

Mặt khác, ta có 
Từ đó, suy ra điều phải chứng minh.
18.  (ĐH Ngoại Thương 2017)
Ta có 

Ta lại có: 


Từ đó,  dẫn tới không khả nghịch.




KẾT LUẬN
[bookmark: _Hlk107435070]Tài liệu đã cập nhật các dạng bài thi mới nhất trong các năm thi Olympic Đại số gần đây, về chủ đề Ma trận. Hiện nay, tôi cũng đã dùng tài liệu này để giảng dạy và luyện thi Olypmic cho các em sinh viên, và kết quả là gần như các em đi thi đều đạt điểm tối đa cho câu này. Tôi cũng hi vọng, khi tài liệu trở thành báo cáo học thuật, sẽ được mọi người trong bộ môn góp ý để tài liệu hay hơn, đầy đủ và phong phú hơn. Từ đó, cũng mong có nhiều báo cáo học thuật như thế này, để bộ môn có thể tổng hợp thành các chuyên đề luyện thi Olympic, đem lại nhiều giải thưởng cao về cho trường Đại học Mỏ địa chất.
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