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BÌNH SAI LƯỚI TỰ DO GPS
I/ Khái niệm về lưới trắc địa tự do
Phụ thuộc vào số liệu gốc, lưới trắc địa được chia làm hai loại: lưới phụ thuộc và lưới tự do.
Lưới trắc địa tự do được định nghĩa là loại lưới mà trong đó không có đủ số liệu góc tối thiểu cần thiết cho việc tính truyền tọa độ hoặc độ cao.
Nếu lưới trắc địa với số liệu gốc có sai số vượt quá sai số đo thì mạng lưới đó cũng được coi là lưới tự do. Chúng ta hãy xét xem số liệu gốc tối thiểu trong các mạng lưới trắc địa sau:
- Lưới độ cao có số liệu gốc tối thiểu là độ cao của một điểm gốc.
- Lưới mặt bằng có số liệu gốc tối thiểu là một cặp tọa độ (x, y), một phương vị và một chiều dài cạnh đáy.
Từ đó, ta suy ra các định nghĩa cho các dạng lưới  trắc địa tự do sau đây:
- Lưới độ cao tự do là lưới không có điểm độ cao gốc.
- Lưới mặt bằng tự do là lưới thiếu hoàn toàn hoặc thiếu một số các yếu tố gốc tối thiểu như một cặp tọa độ (x, y), một góc phương vị và một cạnh đáy.
Số các yếu tố gốc còn thiếu trong tất cả các mạng lưới được gọi là số khuyết của lưới và được ký hiệu là d, còn lưới đó được gọi là lưới tự do bậc d.
Từ các khái niệm trên, ta suy ra:
- Với lưới độ cao, số khuyết d=1 và là lưới tự do bậc 1.
- Với lưới mặt bằng tự do, số khuyết d có thể nhận các giá trị từ 1, 2, 3 đến 4, tương ứng với số bậc tự do là 1, 2, 3 và 4.
- Với lưới không gian tự do, số khuyết d có thể nhận các giá trị từ 1 đến 7.
Để tiện phân biệt mực độ và dạng tự do của lưới tự do, ta dùng ký hiệu:
+ Lưới (x, y, α, m) tự do nếu trong lưới thiếu cả 4 yếu tố gốc tối thiểu, số bậc tự do của lưới là 4.
+ Lưới (x, y) tự do nếu trong lưới thiếu một cặp tọa độ gốc (x, y), số bậc tự do là 2.
+ Lưới (x, y, α) tự do nếu trong lưới thiếu một cặp tọa độ gốc (x, y) và góc phương vị, lưới tự do bậc 3.
+ Lưới ( X, Y, Z, α, β, γ, m) tự do nếu trong lưới thiếu một cặp tọa độ gốc ( X, Y, Z), 3 góc xoay và một cạnh đáy, lưới tự do bậc 7.
+ Lưới ( X, Y, Z) tự do nếu trong lưới thiếu một cặp tọa độ gốc (X,Y,Z), lưới tự do bậc 3.
Nếu lưới trắc địa có thừa có thừa số liệu gốc tối thiểu thì được gọi là lưới trắc địa phụ thuộc. Như vậy sẽ có một trường hợp khi trong lưới có vừa đủ số liệu gốc tối thiểu, mạng lưới này gọi là lưới tự do bậc không ( d=0).
Phương pháp bình sai lưới lưới tự do cho phép loại trừ được ảnh hưởng của sai số số liệu gốc đến các yếu tố sau bình sai và có bản chất là quá trình xử lý cấu trúc nội bộ của lưới.
II/ Thuật toán bình sai lưới tự do GPS trong hệ tọa độ vuông góc không gian địa tâm ( X, Y, Z)
1/ Cơ sở lý thuyết
Tính toán bình sai là một công việc có khối lượng lớn và việc bình sai phải dựa trên cơ sở toán học chặt chẽ. Để ứng dụng máy tính điện tử váo việc giải bài toán bình sai thì phương pháp bình sai phải có tính tổng quát đối với mọi dạng đồ hình của lưới. Trong chương này sẽ trình bày về thuật toán bình sai mạng lưới GPS tự do với ẩn số được chọn là tọa độ không gian ( X, Y, Z) của các điểm cần xác định và các tính chất của phương pháp bình sai này. Như chúng ta đã biết, kết quả đo GPS tương đối là gia số tọa độ không gian của các cặp điểm. Trị tham gia bình sai sẽ là gia số tọa độ  không gian (∆X, ∆Y, ∆Z) giữa các cặp điểm trong lưới.
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Ký hiệu:
Xi , Yi , Zi là tọa độ bình sai của điểm i.
Xj, Yj , Zj là tọa độ bình sai của điểm j.
Xi0 , Y0i , Zi0 là tọa độ gần đúng của điểm i.
Xj0 , Y0j , Zj0 là tọa độ gần đúng của điểm j.
dXi, dYi, dZi là số hiệu chỉnh vào tọa độ gần đúng của điểm i.
dXj, dYj, dZj là số hiệu chỉnh vào tọa độ gần đúng của điểm j.
∆Xij, ∆Yij, ∆Zij là trị đo GPS tương đối.
∆X, ∆Y, ∆Z là trị đo GPS sau bình sai.
V∆Xij, V∆Yij, V∆Zij là số hiệu chỉnh của trị đo.
Số gia tọa độ bình sai của 2 điểm i và j được viết:
∆Xij = -Xi + Xj 
∆Yij = -Yi + Yj 
∆Zij = -Zi + Zj
Trong đó:
 ∆Xij = ∆’Xij + V∆Xij
∆Yij = ∆’Yij + V∆Yij
∆Zij = ∆’Zij + V∆Zij
Xi = Xi0 + dXi; Yi = Yi0 + dYi; Zi = Zi0 + dZi. 
Xj = Xj0 + dXj; Yj = Yj0 + dYj; Zj = Zj0 + dZj .
Ta viết lại:
∆’Xij + V∆Xij = -( Xi0 + dXi) + (Xj0 + dXj)
Suy ra:
V∆Xij = - dXi + dXj +( - Xi0 + Xj0 -  ∆’Xij ).
Ký hiệu:
LXij = - Xi0 + Xj0 -  ∆’Xij
Ta được:
V∆Xij = - dXi + dXj + LXij 
Tương tự cho các thành phần trị đo ∆Y, ∆Z:
V∆Yij = - dYi + dYj + LYij 
V∆Zij = - dZi + dZj + LZij 
Nếu trong mạng lưới GPS có n cặp trị đo, ta sẽ có hệ phương trình số hiệu chỉnh sau:
V∆Xij = - dXi + dXj + LXij 
V∆Yij = - dYi + dYj + LYij 
V∆Zij = - dZi + dZj + LZij 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
V∆Xn = - dXk + dXt + LXn              							(1.1)
V∆Yn = - dYk + dYt + LYn
V∆Zn = - dZk + dZt + LZn
Trong đó:
i, j là cặp điểm đo thứ nhất,
k, t là cặp điểm đo thứ n.
Ký hiệu:
+ Số điểm cần xác định là m, số ẩn số sẽ là m3 = m*3.
+ Số cặp điểm đo là n, số trị đo sẽ là n3 = n*3.
Ma trận số hiệu chỉnh viết lại là:
A = 
Ký hiệu:
VT = ( V1  V2  . . . Vn3 )
XT = ( dX1 dY1 dZ1 . . . dXm3 dYm3 dZm3 )
LT = ( l1 l2 . . . ln3 )
Hệ phương trình số hiệu chỉnh được xác định là:
V = AX + L											(1.2)
Trong đó:
A là ma trận hệ số;
X là vecto ẩn số;
V, L là vecto số hiệu chỉnh và vecto số hạng tự do.
Trong lưới tự do thiếu các yếu tố số liệu gốc tối thiểu nên ma trận hệ số phương trình số hiệu chỉnh A có các cột phụ thuộc, số cột phụ thuộc bằng số khuyết trong lưới.
Áp dụng nguyên lý số bình phương nhỏ nhất, ta lập hệ phương trình chuẩn:
RX + b = 0											(1.3)
Với: 
R = ATPA; b = ATPL									(1.4)
Tính chất của hệ phương trình chuẩn là:
Det(R) = 0 											(1.5)
P là ma trận trọng số đơn vị.
Nếu coi các trị đo là độc lập và cùng độ chính xác thì ma trận P có dạng:
P = E; E là ma trận đơn vị.
Nếu xét tới mối tương quan ( phụ thuộc) giữa các trị đo (∆X, ∆Y, ∆Z) thì ma trận P có dạng khối:
P = ;										(1.6)
Với n là cặp điểm đo từ i đến j; Pi là các khối dạng:
Pi =  = Q-1i								(1.7)
Trong đó Qi là ma trận phương sai – hiệp phương sai của các trị đo (∆X, ∆Y, ∆Z), Qi có dạng:
Qi = 					(1.8)
Hệ phương trình chuẩn (1.3) có vô số nghiệm, vì vậy không thể giải hệ trên theo phương pháp thông thường. Nhưng có thể xác định được vecto nghiệm riêng bằng cách đưa vào một hệ điều kiện ràng buộc đối với vecto số hiệu chỉnh của ẩn số, dạng:
CTX = 0											(1.9)
Hệ này thỏa mãn các điều kiện sau:
+ Số lượng điều kiện bằng số khuyết trong mạng lưới.
+ Các hàng của ma trận CT phải độc lập tuyến tính đối với các hàng của ma trận A.
Tính ma trận nghịch đảo tổng quát:
R~ = ( R + CCT ) – TTT 									(1.10)
Với:  T= B(CTB)-1										(1.11)
BT = ( B1 B2 . . . Bn )										(1.12)	
Bi là ma trận Helmet, khi các trị đo là (∆X, ∆Y, ∆Z) thì nó có dạng:
Bi = 										(1.13)
CT = ( Bi . . . Bk  0 . . . 0);									(1.14)
Trong đó n, k lần lượt là tổng số điểm của lưới và tổng số điểm ở vùng ổn định ( ổn định ở đây tức là tọa độ điểm khống chế không bị dịch chuyển theo các trục tọa độ tương ứng trong khoảng thời gian nào đó).
Trường hợp n=k (tức là C = B), ta được ma trận giả nghịch đảo tổng quát chính R+, cúng ta có:
R+ = ( R +BBT )-1 - TTT									(1.15)
T=B(BTB)-1											(1.16)
Tính số hiệu chỉnh của ẩn số:
X = -R~.b											(1.17)
Đánh giá độ chính xác:
+ Sai số trung phương trọng số đơn vị:
MO =  										(1.18)
+ Sai số vị trí điểm:
MPi = 	MO  							(1.19)
Với 	 lần lượt là các phần tử trên đường chéo chính của ma trận nghịch đảo tổng quát.
+ Sai số trung phương của hàm số:
MP = 	MO 										(1.20)
Trong đó:  	= QF = FT R~F								(1.21)
Trong các công thức trên:
N là tổng trị đo của lưới;
T là tổng số ẩn số;
d là số khuyết của lưới
N-t+d là số lượng trị đo thừa trong lưới;
2/ Sơ đồ khối bình sai lưới tự do GPS
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