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Lời nói đầu 

 
 

Olympic toán sinh viên là một kì thi quan trọng, thu hút sự tham gia của đông đảo 
các bạn sinh viên từ các trường đại học. Trong kì thi Olympic sinh viên môn Giải tích thì 
Tính liên tục là một phần kiến thức quan trọng. Trong báo cáo học thuật này có đưa ra 
một số dạng bài tập cơ bản đến nâng cao với lời giải chi tiết. Báo cáo học thuật là một tài 
liệu tham khảo cho các thầy cô giáo và các em sinh viên trong quá trình dạy và học môn 
Giải tích phục vụ cho kì thi Olympic toán sinh viên hàng năm. 

 

Báo cáo được chia thành các chương sau: 

Phần 1. Lý thuyết về tính liên tục 

   Phần 2. Một số ví dụ. 
   
 

 

 

 

 

Hà Nội, tháng 1 năm 2024 

                                                                                                           Thạc sỹ 

 

 

                                                                                                  Nguyễn Thùy Linh 
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I.   Một số kiến thức cơ bản 
1. Định nghĩa:  
Hàm số 𝑓(𝑥) xác định trong tập 𝐸 ⊂ 𝑅 được gọi là liên tục tại điểm 𝑥! nếu ∀𝜀 >
0, ∀𝑥 ∈ 	𝐸: |𝑥 − 𝑥!| < 𝛿 → |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥!)| < 𝜀. 
Nếu 𝑥! là điểm tụ của tập 𝐸 ⊂ 𝑅 thì 𝑓(𝑥) liên tục tại điểm 𝑥! nếu: lim

"→"!
𝑓(𝑥) =

𝑓(𝑥!). 
Nếu 𝑓(𝑥) liên tục tại mọi điểm 𝑥 ∈ 	𝐸𝑡ℎì	 𝑓(𝑥) được gọi là liên tục trên 𝐸. 
2. Liên tục đều một bên 
- Hàm số 𝑓(𝑥) được gọi là liên tục bên trái tại 𝑥 = 𝑥! ∈ 	𝐸 nếu lim

"→"!"
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥!). 

- Hàm số 𝑓(𝑥) được gọi là liên tục bên phải tại 𝑥 = 𝑥! ∈ 	𝐸 nếu lim
"→"!#

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥!). 

- Hàm số 𝑓(𝑥) được gọi là liên tục tại 𝑥 = 𝑥! ∈ 	𝐸 ↔ lim
"→"!"

𝑓(𝑥) = lim
"→"!#

𝑓(𝑥) =

𝑓(𝑥!). 
3. Hàm số gián đoạn 

Hàm số 𝑓(𝑥) được gọi là gián đoạn tại điểm 𝑥! nếu nó không liên tục tại điểm đó. 
Cho 𝑥! là điểm gián đoạn của 𝑓(𝑥).  

- Nếu lim
"→"!"

𝑓(𝑥) = lim
"→"!#

𝑓(𝑥) là các số hữu hạn thì 𝑥! được gọi là điểm gián đoạn 

loại 1. 
ℎ = |𝑓(𝑥!$) − 𝑓(𝑥!%)|	được gọi là bước nhảy của 𝑓(𝑥) tại 𝑥!. 
Nếu ℎ = 0 thì 𝑎 gọi là điểm gián đoạn bỏ được. 

- Điểm 𝑥!	được gọi là điểm gián đoạn loại 2 nếu 𝑎 không là điểm gián đoạn loại 1. 
4. Tính liên tục đối với các phép toán 

Cho 𝑓, 𝑔	: 𝑋 → ℝ, 𝑎 ∈ 𝑋, 𝜆 ∈ ℝ 
Khi đó: 

- Nếu 𝑓(𝑥), 	𝑔(𝑥) liên tục tại 𝑥! thì 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) liên tục tại 𝑥!. 
- Nếu 𝑓(𝑥), 	𝑔(𝑥) liên tục tại 𝑥! thì 𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥) liên tục tại 𝑥!.   
- Nếu 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) liên tục tại 𝑥! thì &(")

)(")
  liên tục tại 𝑥!.   

- Nếu 𝑓(𝑥) liên tục tại 𝑥!, 𝑔(𝑥) liên tục tại 𝑓(𝑎) thì 𝑔 ∘ 𝑓 liên tục tại 𝑥!. 
 

5. (Định lí Weierstrass) Nếu 𝑓(𝑥) liên tục trên [a,b] thì 𝑓 đạt giá trị nhỏ nhất m và 
giá trị lớn nhất M trên [a,b]. Hơn nữa, 𝑅(𝑓) = [𝑚,𝑀]. 

6. Định lí trung gian 
Nếu 𝑓(𝑥) liên tục trên [𝑎, 𝑏] và 𝑓(𝑎). 𝑓(𝑏) < 0 thì ∃𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏):	𝑓(𝑐) = 0. 

7. Định lí Blozano – Cauchy 
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Nếu hàm số  𝑦 = 𝑓(𝑥)  liên tục trên đoạn [𝑎, 𝑏], 𝑓(𝑎) = 𝑢, 𝑓(𝑏) = 𝑣	thì mọi 𝑤 
nằm giữa 𝑢 và 𝑣 đều tồn tại 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) sao cho 𝑓(𝑐) = 𝑤	. 

8. Định lí (liên tục và ánh xạ ngược) 
Cho 𝐸 là một khoảng của 𝑅, 𝑓:	𝐸 → 	𝑅 là một ánh xạ, ta kí hiệu 

𝑓Q:	𝐸 → 	𝑓(𝐸) 
𝑥	 ⟼ 𝑓(𝑥) 

Nếu 𝑓	liên tục và đơn điệu thực sự thì: 
- 𝑓(𝐸) là một khoảng. 
- 𝑓	là một song ánh. 
- 𝑓Q%* đơn điệu thực sự cùng với 𝑓. 
- 𝑓Q%* liên tục trên 𝑓(𝐸). 

 
II. Một số ví dụ. 

 
Bài 1. Xét tính liên tục của hàm số sau  

a) 𝑓(𝑥) = lim
+→,

S2024+ − 2 + V𝑥+ + *
"$
W
-$
 

b) 𝑔(𝑥) = lim
+→,

X(cos 2023𝑥)-+ + (sin 2023𝑥)-+%$  

Lời giải 

a) Ta có S2024+ − 2 + V𝑥+ + *
"$
W
-$
= S2024+ + 𝑥-+ + *

"%$
$

. 

Khi đó 𝑓(𝑥) = max `2024, 𝑥-, *
"%
a. 

Mà các hàm số này đều liên tục trên 𝑅\{0}. Do đó hàm số 𝑓(𝑥) liên tục trên 

𝑅\{0}. 

b) Ta có 𝑔(𝑥) = max{|cos 2023𝑥|, |sin 2023	𝑥|}. 

Do đó hàm số 𝑔(𝑥) liên tục trên 𝑅. 

 

Bài 2. Cho hàm số 𝒇(𝒙) = [𝒙] + (𝒙 − [𝒙])[𝒙],  𝒙 ∈ [𝟏
𝟐
; +∞). Chứng minh rằng 𝒇 

liên tục trên ∈ i𝟏
𝟐
; +∞W. 

Lời giải 
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Ta có  

𝑓(𝑥) = j 1																				𝑘ℎ𝑖	𝑥 ∈ [
𝟏
𝟐 ;+∞)

𝑛 + (𝑥 − 𝑛)+																		𝑘ℎ𝑖	𝑥 ∈ [𝑛; 𝑛 + 1)
											(𝑛 ∈ 𝑁)	 

Hàm số 𝑓(𝑥) liên tục tại mọi 𝑥 ≠ 𝑛.  

Hơn nữa lim
"→+#

𝑓(𝑥) = lim
"→+"

𝑓(𝑥) = 𝑛. 

      Vậy 𝑓 liên tục trên ∈ i*
-
; +∞W. 

 

Bài 3 (Kỉ yếu Olympic 2017). Cho ∈ 𝑵∗ , hàm số 𝒇: 𝑹 → 𝑹 được cho bởi công 

thức  

𝒇(𝒙) = t 𝒙
𝜶						𝒏ế𝒖		𝒙 ∈ 𝑸

−𝒙𝜶				𝒏ế𝒖		𝒙 ∉ 𝑸 

Tùy theo α xét tính liên tục, khả vi của hàm 𝒇. 

Lời giải 

Trường hợp 1: Với 𝑥! ≠ 0. Do trù mật của của 𝑄	 và 𝑅\𝑄	 trong 𝑅	 nên tồn tại các 

dãy {𝑥+} ⊂ 𝑄 và {𝑥5} ⊂ 𝑅\𝑄 sao cho 𝑥+ →	𝑥! và 𝑥5 →	𝑥!. 

Mặt khác 𝑓(𝑥+	) = 𝑥+6 → 𝑥!6	; 𝑓(𝑥5) = −𝑥56 →	−𝑥!6 ≠ 𝑥!6	. 

Điều này suy ra không tồn tại lim
"→"!

𝑓(𝑥), tức là 𝑓(𝑥) không liên tục và không khả 

vi tại 𝑥!. 

Trường hợp 2: Với 𝑥! = 0. Khi đó mọi dãy {𝑥+} mà 𝑥+ →	𝑥! ta có:	−𝑥!6	và	𝑥!6	

đều hội tụ về 𝑓(0) = 0 nên 𝑓(𝑥) liên tục tại 𝑥 = 0 với ∀𝛼 ∈ 	𝑁∗. 

+ Nếu 𝛼 = 1 ta có  

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)
𝑥 − 0 = t 1		𝑛ế𝑢	𝑥 ∈ 𝑄

−1				𝑛ế𝑢	𝑥 ∈ 𝑅\𝑄		 

Bằng cách chọn dãy như trên ta suy ra 𝑓(𝑥) không khả vi tại 0. 

+ Nếu 𝛼 > 1 ta có:  

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)
𝑥 − 0 = t 𝑥6%*		𝑛ế𝑢	𝑥 ∈ 𝑄

−𝑥6%*				𝑛ế𝑢	𝑥 ∈ 𝑅\𝑄	 
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Suy ra lim
"→!

&(")%&(!)
"%!

= 0 hay 𝑓(𝑥)	 khả vi tại 0. 

Kết luận:  

+ Hàm số không liên tục và không khả vi tại mọi 𝑥 ∈ 	𝑅∗ với mọi 𝛼 ∈ 	𝑁∗. 

+ Nếu 𝛼 = 1 thì 𝑓(𝑥) chỉ liên tục tại 0 nhưng không khả vi tại điểm này. 

+ Nếu 𝛼 > 1 thì 𝑓(𝑥)	liên tục và khả vi tại 0. 

 

Bài 4. Cho 𝒇 là một hàm liên tục trên 𝑹 thỏa mãn 

𝒇𝟐𝟎𝟐𝟑(𝒙) = 𝒇𝟎𝒇𝟎…𝟎 𝒇(𝒙) = 𝒙 

Với mọi 𝒙 ∈ 𝑹. Chứng minh rằng 𝒇(𝒙) = 𝒙 với mọi 𝒙 ∈ 𝑹. 

Lời giải 

Ta chứng minh 𝑓 là đơn ánh 

Với mọi 𝑥*, 𝑥- ∈ 𝑅 ta có: 

𝑓(𝑥*) = 𝑓(𝑥-) → 𝑓-(𝑥*) = 𝑓-(𝑥-) → ⋯ → 𝑓-!-9(𝑥*) = 𝑓-!-9(𝑥-) 

→ 𝑥* = 𝑥- 

Do đó 𝑓 là đơn ánh. 

Hơn nữa 𝑓	liên tục nên 𝑓 đơn điệu ngặt trên 𝑅. 

Nếu 𝑓 giảm ngặt trên 𝑅 thì 𝑓- tăng trên 𝑅. Suy ra 𝑓9 giảm thực sự trên 𝑅. 

Tiếp tục quá trình ta sẽ thu được hàm 𝑓-!-9 giảm ngặt trên 𝑅. 

Mâu thuẫn với giả thiết 𝑓-!-9(𝑥) = 𝑓!𝑓!…! 𝑓(𝑥) = 𝑥 

Nếu 𝑓 tăng ngặt trên 𝑅. 

Ta sẽ chứng minh phản chứng. 

Giả sử tổn tại 𝑥! ∈ 𝑅: 𝑓(𝑥!) ≠ 𝑥!. 

Không mất tính tổng quát giả sử tồn tại 𝑥!: 𝑓(𝑥!) > 𝑥! thì 

𝑓-(𝑥!) > 𝑓(𝑥!) > 𝑥! → 𝑓9(𝑥!) > 𝑓(𝑥!) > 𝑥! → ⋯ → 𝑓-!-9(𝑥!) > 𝑓(𝑥!) > 𝑥! 

Mâu thuẫn. 

Vậy 𝑓(𝑥) = 𝑥					∀𝑥 ∈ 𝑅. 
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Bài 5. Chứng minh rằng nếu 𝒇(𝒙) liên tục trên [𝒂, +∞) và tồn tại giới hạn hữu 

hạn 𝐥𝐢𝐦
𝒙→,

𝒇(𝒙) thì 𝒇(𝒙) bị chặn trên [𝒂, +∞).  

Lời giải 

Do lim
"→,

𝑓(𝑥) = 𝐿 nên theo định nghĩa về giới hạn, với 𝜀 = 1, ∃𝑥! > 0:	∀𝑥	 ≥ 𝑥! 

sao cho |𝑓(𝑥) − 𝐿| < 1. 

Suy ra, |𝑓(𝑥)| < |𝐿| + 1, ∀𝑥 > 𝑥!. 

Tức là, 𝑓(𝑥) bị chặn trên (𝑥!, +∞). 

Mặt khác, do 𝑓(𝑥) liên tục trên [𝑎, 𝑥!], nên nên đạt giá trị lớn nhất và nhỏ nhất 

trên [𝑎, 𝑥!] và do đó bị chặn trên [𝑎, 𝑥!].  

Vậy hàm  𝑓 bị chặn trên [𝑎, +∞).  

  

Bài 6. Cho 𝒇:	𝑹 → 𝑹	 liên tục sao cho |𝒇(𝒙) − 𝒇(𝒚)| ≥ √𝟐𝟎𝟐𝟑|𝒙 − 𝒚|, ∀𝒙	, 𝒚 ∈ 	𝑹	. 

Chứng minh rằng 𝒇	là song ánh. 

Lời giải 

Ta chứng minh 𝑓	 là đơn ánh. 

Với ∀𝑥*, 𝑥- ∈ 	𝑅	 ta có 

 𝑓(𝑥*) = 𝑓(𝑥-) → 0 = |𝑓(𝑥*) − 𝑓(𝑥-)| ≥ √2023|𝑥* − 𝑥-| ≥ 0 → 	𝑥* = 𝑥- 

Ta có 𝑓	đơn ánh và liên tục trên 𝑅	 nên 𝑓	là hàm đơn điệu 

Giả sử 𝑓	là hàm đơn điệu tăng.  

Khi đó 

𝑓(𝑥) − 𝑓(0) ≥ √2023(𝑥 − 0) = √2023𝑥				∀𝑥 > 0 

𝑓(𝑥) − 𝑓(0) ≤ √2023(𝑥 − 0) = √2023𝑥				∀𝑥 < 0 

Chuyển qua giới hạn ta được:  

lim
"→$,

𝑓(𝑥) = +∞,			 lim
"→%,

𝑓(𝑥) = −∞ 

Nghĩa là 𝐼𝑚𝑓 = 𝑓(𝑅) = 𝑅. 

Suy ra 𝑓	là toàn ánh. 

Vậy 𝑓	là song ánh. 
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Bài 7. Giả sử hàm số 𝒇	liên tục trên [𝟎; +∞), 𝒇(𝒙) ≥ 𝟎, ∀𝒙	 ≥ 𝟎 và 𝐥𝐢𝐦
𝒙→,

𝒇(𝒙)
𝒙
= 𝟐𝟎𝟐𝟑

𝟐𝟎𝟐𝟒
. 

Chứng minh rằng tồn tại 𝒄 ≥ 𝟎 sao cho 𝒇(𝒄) = 𝒄. 

Lời giải 

+ Nếu 𝑓(0) = 0 thì kết luận trên hoàn toàn đúng. 

+ Nếu 𝑓(0) > 0 

Đặt 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑥	 

Vì 𝑓	liên tục trên [0; +∞) nên 𝑔	cũng liên tục trên [0; +∞). 

Ta có: 𝑔(0) = 𝑓(0) − 0 = 𝑓(0) > 0				mọi 𝑥	 ≥ 0. 

lim
"→,

𝑓(𝑥)
𝑥 =

2023
2024 < 1 → 	∃𝑏 > 0:

𝑓(𝑏)
𝑏 < 1 ↔ ∃𝑏 > 0: 𝑓	(𝑏) < 𝑏. 

Khi đó: 𝑔(𝑏) = 𝑓(𝑏) − 𝑏 < 0. 

𝑔(0)𝑔(𝑏) ≤ 0 → 	∃𝑐 ∈ [0; 𝑏] ⊂ [0;+∞): 𝑔(𝑐) = 0 ↔ ∃𝑐 ≥ 0: 𝑓(𝑐) = 𝑐. 

 

Bài 8. Tồn tại hay không hàm liên tục: 𝒇 ∶ (𝟎;+∞) → (𝟎;+∞) thoả mãn các điều 

kiện 

a) 𝑓(2023) < 𝑓(2024) 

b) 𝑓�𝑓(𝑥)� = -!--
"

 

Lời giải 

Với ∀𝑥*, 𝑥- ∈ 	𝑅$, ta có: 

𝑓(𝑥*) = 𝑓(𝑥-) → 	𝑓�𝑓(𝑥*)� = 𝑓�𝑓(𝑥-)� →
2022
𝑥*

=
2022
𝑥-

→	𝑥* = 𝑥-. 

𝑓	 liên tục và đơn ánh suy ra 𝑓	 đơn điêu. 

Kết hợp với điều kiện a suy ra 𝑓	 đồng biến trên 𝑅$.  

Khi đó �𝑓(𝑥	)� = -!--
"	

 cũng là hàm đồng biến. 

Điều này vô lý vì 𝑦 = -!--
"

 là hàm nghich biến. 

Vậy không tồn tại hàm 𝑓		thoả mãn yêu cầu bài toán. 
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Bài 9. Tìm giá trị của k sao cho tồn tại hàm liên tục 𝒇:	𝑹 → 𝑹	 thoả mãn:  

𝒇�𝒇(𝒙)� = 𝒌𝒙𝟗					∀𝒙 ∈ 𝑹	.  

Lời giải 

- Trường hợp 𝑘 = 0 thì hàm 𝑓(𝑥) = 0	∀𝑥 ∈ 	𝑅	 thoả mãn yêu cầu bài toán. 

- Trường hợp 𝑘	 ≠ 0  

+ 𝑓	 liên tục. 

+ 𝑓	là một đơn ánh. 

Thật vậy, với ∀𝑥	, 𝑦 ∈ 	𝑅	ta có 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) → 	𝑓�𝑓(𝑥)� = 𝑓�𝑓(𝑦)� → 	𝑘𝑥> = 𝑘𝑦> →	𝑥> = 𝑦> → 	𝑥 = 𝑦	. 

Vì 𝑓 liên tục và đơn ánh nên 𝑓	đơn điệu thực sự. 

Nếu 𝑓	 tăng thực sự 

Khi đó 𝑥 < 𝑦 → 	𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑦) → 	𝑓�𝑓(𝑥)� < 𝑓�𝑓(𝑦)� → 	𝑓�𝑓(𝑥)� tăng thực sự. 

Nếu 𝑓	 giảm thực sự 

Khi đó 𝑥 < 𝑦 → 	𝑓(𝑥) > 𝑓(𝑦) → 	𝑓�𝑓(𝑥)� < 𝑓�𝑓(𝑦)� → 	𝑓�𝑓(𝑥)� giảm thực sự. 

Vậy 𝑓�𝑓(𝑥)� là hàm tăng thực, vì thế 𝑦 = 𝑘𝑥> cũng là hàm tăng thực sự. 

Do đó, 𝑘 > 0. 

Ngược lại với 𝑘 > 0, ta luôn tìm được hàm 𝑓(𝑥) = √𝑘	𝑥9& 			∀𝑥 ∈ 	𝑅	. 
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Kết luận 
 

Báo cáo đã đưa ra một số phương pháp và bài tập về tính liên tục giúp các thầy cô  và các 
em sinh viên dạy và ôn tập tốt hơn trong quá trình ôn thi môn Giải tích để chuẩn bị cho kì 
Olympic toán sinh viên. 
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