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Lo1i noi dau

Olympic toan sinh vién la mét ki thi quan trong, thu hut su tham gia cua dong dao
cac ban sinh vién tr cac truong dai hoc. Trong ki thi Olympic sinh vién mon Giai tich thi
Tinh lién tuc 14 mot phan kién thirc quan trong. Trong bao céo hoc thudt ndy c6 dua ra
mot s6 dang bai tip co ban dén nang cao vai 10i giai chi tiét. Bio cdo hoc thuat 1a mot tai
liéu tham khao cho céac thay co gido va cic em sinh vién trong qua trinh day va hoc mén
Giai tich phuc vu cho ki thi Olympic toan sinh vién hang ndm.

Bao cdo dugc chia thanh cac chuong sau:

Phan 1. Ly thuyét vé tinh lién tuc

Phan 2. Mot sb vi du.

Ha Noi, thang 1 nam 2024

Thac sy

Nguyén Thuy Linh



I. Mot s6 kién thirc co ban

1.

Dinh nghia:

Ham s6 f(x) xéac dinh trong tip E < R duoc goi 1a lién tuc tai diém x, néu Ve >

0,Vx € E:|lx —xol <6 = |f(x) — fxp)] < &.

Néu x, 1a diém tu ctia tap E < R thi f(x) lién tuc tai diém x, néu: lim f(x) =
X—Xg

f(xo).

Néu f(x) lién tuc tai moi diém x € Ethi f(x) dugc goi la lién tuc trén E.

2.

Lién tuc déu mgt bén
Ham s6 f(x) duoc goi 1a lién tuc bén tri tai x = x, € E néu lim f(x) = f(x,).
xX—Xg

Ham s6 f(x) duoc goi 14 lién tuc bén phai tai x = x, € E néu lim f (x) = f(xp).
xX-Xg
Ham s6 f(x) duoc goilaliéntuctaix = x, € E & lim f(x) = lim f (x) =
x—>x0 x—>x0

f (xo). )

Ham so0 gidn doan

Ham s6 f(x) duoc goi 1a gian doan tai diém x, néu n6 khong lién tuc tai diém do.
Cho x, 1a diém gian doan ctia f(x).

Néu lim f(x) = lim_f(x) l1a cac s hitu han thi x, duoc goi 1 diém gian doan
X—Xg X—Xq

loai 1.
h=|f(xd) — f(x5)| dugc goi 1a bude nhay cua f(x) tai x,.
Néuh = 0thia goi la diém gian doan bo dugc.
DPiém X, dugc goi la diém gian doan loai 2 néu a khong la diém gian doan loai 1.
Tinh lién tuc ddi véi cac phép toan
Chof,g:X->Ra€eX,A€R
Khi do:
Néu f(x), g(x) lién tuc tai x, thi f(x) + g(x) lién tuc tai x,.
Néu f(x), g(x) lién tuc tai x, thi £(x). g(x) lién tuc tai x,.
f(x)

Néu £ (x), g (x) lién tyc tai x, thi prn lién tuc tai x,,.

Néu £ (x) lién tuc tai x,, g(x) lién tuc tai f(a) thi g o f lién tuc tai x,.

(Pinh li Weierstrass) Néu f (x) lién tuc trén [a,b] thi f dat gia tri nho nhat m va
gia tri 16n nhat M trén [a,b]. Hon nita, R(f) = [m, M].

Dinh li trung gian

Néu f(x) lién tuc trén [a, b] va f(a). f(b) < 0 thi 3c € (a, b): f(c) = 0.

Dinh li Blozano — Cauchy



Néu ham s y = f(x) lién tuc trén doan [a, b], f(a) = u, f(b) = v thi moi w
nam giita u va v déu ton tai ¢ € (a, b) sao cho f(c) = w.
8. Dinh li (lién tuc va anh xa ngugc)
Cho E 1a mot khoang cia R, f: E = R 1a mot anh xa, ta ki hiéu
fiE- f(B)
x — f(x)
Néu f lién tuc va don diéu thuc sy thi:
- f(E) la mot khoang.
- f la mot song anh.
- f~1 don diéu thuc sy cung véi f.
- f~'lién tyc trén f(E).

1. Mot s6 vi du.

Bai 1. Xét tinh lién tuc ciia ham so sau

. n 1\2
a) f(x) = lim 2024n_2+(xn+x_n)

b) g(x) = 1111_1)1010 Y/ (cos 2023x)2" + (sin 2023x)2"

N, o

Loi gidqi

2

a) Taco 71/202411 2+ (x" + in) = ’J2024n +x2n 4
X X

.o 1
Khi d6 f(x) = max {2024,x2,x—2}.
Ma céc ham s6 nay déu lién tyc trén R\{0}. Do d6 ham sé f (x) lién tuc trén

R\{0}.
b) Tacod g(x) = max{|cos2023x], |sin 2023 x|}.

Do d6 ham s6 g(x) lién tuc trén R.

Bai 2. Cho ham s6 f(x) = [x] + (x — [xD™, x € [%; +00). Chitrng minh rang f
lién tuc trén € E, +00).

N, o

Loi gidqi



Ta co

1
1 khiX'E[E;ﬁ*D)
n+(x-n)" khix € [n;n+ 1)

fx) = (n € N)

Ham s f(x) lién tuc tai moi x # n.

Honntra lim f(x) = lim f(x) =n.
x-nt x-n-

Vay f lién tuc trén € E ; +oo).

Bai 3 (Ki yéu Olympic 2017). Cho € N* , ham s6 f: R — R dwoc cho béi cong
thire

0= 058
Tuy theo a xét tinh lién tuc, kha vi ciia ham f.
Loi gidi
Truong hop 1: V&i x, # 0. Do trit mét cia ctia Q va R\Q trong R nén ton tai cac
day {x,,} € Q va {x,,} € R\Q sao cho x,, = x, va x,, = X,.
Matkhéac f(x, ) = x5 = xg 5 f Q) = —xm > —xg # X -

Piéu nay suy ra khong ton tai lim f(x), tirc 1a £ (x) khong lién tuc va khong kha
X—X0

vi tai x.

Truong hop 2: Vi x = 0. Khi d6 moi day {x,,} ma x, > x, ta cd: —x§ vdx§
déu hoi tu vé £(0) = 0 nén f(x) lién tuc tai x = 0 voi Va € N*.

+Néua =1tacod

fG)—=f(0) ( 1néuxeqQ
x—0 _{—1 néu x € R\Q

Bang cach chon diy nhu trén ta suy ra f(x) khong kha vi tai 0.
+Néu a > 1 ta co:

f(x)—f(o)_{ x* 1 néuxeqQ
x—0  =x*' néuxe€R\Q



Suy ra 11%% = 0 hay f(x) kha vi tai 0.
x- -

Két luan:
+ Ham s khong lién tuc va khong kha vi taimoix € R* voimoia € N*.
+Néu a = 1 thi f(x) chi lién tyc tai 0 nhung khong kha vi tai diém nay.

+Néu a > 1 thi f(x) lién tuc va kha vi tai 0.

Bai 4. Cho f 1a m¢t ham lién tuc trén R théa man

fZOZB(x) =fofo-of(x) =x

V6i moi x € R. Chitng minh ring f(x) = x véi moi x € R.
Loi giai
Ta ching minh f 1a don anh
Véi moi x4, X, € R ta co:
) = ) = f2(x)) = f2(xz) = - = 298 (xy) = f2°%%(x)
= X1 =X
Do do f 1a don anh.
Hon nira f lién tuc nén f don di€u ngdt trén R.
Néu f giam ngit trén R thi f2 tang trén R. Suy ra f3 giam thyc su trén R.
£2023

Tiép tuc qua trinh ta s& thu dugc ham

Mau thuan véi gia thiét £2923(x) = fofy o f(X) = x

giam ngat trén R.

Néu f tang ngit trén R.
Ta s€ chung minh phan chung.
Gia st ton tai x, € R: f(xg) # X,.
Khong mat tinh tong quét gia sir ton tai x4: f (x,) > x, thi
f2(x0) > fxo) > x0 = f3(x0) > f(x0) > xg = - = [2°%3(x) > f(x0) > %
Mau thuan.

Vay f(x) =x Vx €R.



Bai 5. Chirng minh ring néu f(x) lién tuc trén [a, +) va ton tai giéi han hiru
han lim f(x) thi f(x) bi chdn trén [a, +).
X— 00
Loi gidi
Do lim f(x) = L nén theo dinh nghia vé gidi han, v6i e = 1,3x, > 0: Vx > x,
X—00

sao cho |f(x) —L| < 1.

Suyra, |[f(x)| < |[L]| + 1,Vx > x,.

Tuc 1a, f(x) bi chan trén (x,, +0).

Mit khac, do f(x) lién tuc trén [a, x,], nén nén dat gia tri 16n nhat va nho nhat

trén [a, x,] va do do bi chan trén [a, x;].

Vay ham f bi chan trén [a, +00).

Bai 6. Cho f: R — R lién tuc sao cho |f(x) — f(y)| = V2023|x—y|, Vx,y € R.
Chirng minh rang f 1a song anh.
Loi gigi
Ta chimg minh f 1a don anh.
Vo6iVxy,x, € R tacd
flx) =f(x3) > 0=1f(x1) — fx)| 2 m"ﬁ — x| 20> x =x,
Ta c6 f don anh va lién tuc trén R nén f 1a ham don di¢u
Gid str f 1a ham don di€u tang.
Khi do
f(x) = £(0) >v2023(x — 0) =v2023x Vx>0
f(x) = £(0) <v2023(x — 0) =v2023x Vx <0
Chuyén qua gi6i han ta dugc:

lim f(x) = 4oo, xl_i)r_noof(x) = —

X—+00
Nghia la Imf = f(R) = R.
Suy ra f 1a toan anh.

Vay f la song anh.



Bii 7. Gia sir ham s6 f lién tuc trén [0; +0), f(x) = 0,Vx > 0 va lim @ =22
X—>00

Chirng minh rang ton tai ¢ > 0 sao cho f(c) = c.
Loi giai
+ Néu £(0) = 0 thi két luan trén hoan toan ding.
+Néu £(0) >0
bat g(x) = f(x) —x
Vi f lién tyc trén [0; +0) nén g cling lién tyuc trén [0; +0).
Taco: g(0) = f(0) —0=f(0) >0 moix > 0.

f(x) 2023 f(b)

lim <1—>EIb>0:T<1<—>EIb>O:f(b)<b.

xow x 2024
Khi d6: g(b) = f(b) — b < 0.

g(0)g(b) <0- Ic€[0;b] c[0;4+):g(c) =0 3Ic=0:f(c) =c.

Bai 8. Ton tai hay khong ham lién tuc: f : (0; +) — (0; +00) thoi min cac diéu
kién
a) f(2023) < f(2024)
2022
b) f(f() =

X
Loi gidqi
Vé6iVxy, x, € R, ta co:

f@ﬂ=f@ﬁ—%ﬂﬂmﬂ=f00@)aziz=2m2

- xl = xz.
X2

f lién tuc va don anh suy ra f don diéu.

Két hop vé6i diéu kién a suy ra f dong bién trén R*.
Khi d6 (f(x)) = Ziﬁ cling 13 ham dong bién.

Diéu ndy vo 1y vi y = === la ham nghich bién.

Vay khong ton tai ham f thoa mén yéu cau bai toan.



Bai 9. Tim gi4 tri ciia k sao cho tdn tai ham lién tuc f: R > R thoa min:

f(f(x)) = kx® Vx€ER.

Loi giai
- Trudng hop k = 0 thi ham f(x) = 0 Vx € R thoa man yéu cau bai toan.
- Truonghopk # 0
+ f lién tuc.
+ f 1a mot don anh.
That vay, véi Vx ,y € Rtaco
fO=fG - fF@)=ffO) > kx’=ky’ > x° =y > x=y.
Vi f lién tuc va don anh nén f don di¢u thyc su.
Néu f tang thuc su
Khidox <y - f(x) <fQ) - f(f@) < f(FG)) - f(f()) ting thyc su.
Néu f giam thuc su
Khidox <y - f(x)>f() - f(fx) < F(fG)) - F(f()) gidm thyc sy.
Vay f(f(x)) 1a ham ting thuc, vi thé y = kx? cling 1a ham ting thuc su.
Do do, k > 0.

Nguoc lai voi k > 0, ta luon tim duoc ham f(x) = Vk x3 Vx € R.
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Két luan

Bio céo di dua ra mot s phuong phap va bai tap vé tinh lién tuc giup cac thdy ¢ va céc
em sinh vién day va 6n tap t6t hon trong qua trinh 6n thi mén Giai tich dé chuan bi cho ki
Olympic toan sinh vién.
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