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LOI MO PAU

Trong nhimg nim gan day, phuong phap thong ké Bayes dang duoc str dung
nhiéu hon trong céac linh vuc tir khao ¢6 hoc dén tinh toan. Suy luan Bayes la
phuong phap két hop théng tin thu thap dugc tir dix liéu thuc nghiém véi nhiing
théng tin cd tur trude do.

Néu nhu suy luan thdng ké c6 dién coi tham sé nhu 13 mét s6 gia tri ¢b dinh
chua biét, thi véi théng ké Bayes, n6 lai 1 bién ngdu nhién (theo nghia 1a ta co
thé dua nd vé mot phan bd xac suat thé hién sy chic chan vé gié tri thyc cua tham
s6). Pay chinh la su khac biét co ban giita hai cach tiép can. C6 hai 1y do dé thong
ké bayes hiéu qua hon thdng ké co dién:

(1) 1a cac két luan Bayes duoc thiét 1ap co diéu kién (thdng tin tién nghiém)
dya trén mau dir liéu thu thap duoc.

(2) 1a véi quan diém Bayes hoan toan hop Iy khi néi vé xéac suat dé ti 1é roi
vao khoang uéc lugng (vi tham sé 1a bién ngau nhién).

Sau déy ta s& cu thé hoa suy luan Bayes trong cac bai toan udc luong.

Ha Noi, thang 06-2023

TS. Nguyén Thi Hang



CHUONG 1. COSO LY THUYET

1.1. Téng quan vé théng ké Bayes

Théng ké Bayes cang ngay cang phd bién trong xay dung cac mau thong ké
cho cac van dé trong thyc té. Trong nhitng ndm gan day, phuong phap thong ké
Bayes dang dugc sir dung nhiéu hon trong céc linh vuc tir khao cd hoc dén tinh
toan. Suy luan Bayes 1a phuong phap két hop thdng tin thu thap duoc tir dit licu
thuc nghiém vai nhitng thong tin co tur trude do.

Céch suy luan thong ké co dién ma ta da biét la chi dua trén mot mau ngau
nhién, nhung y nghia ctia két qua suy luan lai khdng phai nhu vay. Vi du cho mot
mau chuan véi phuong sai da biét, khoang tin cay 95% cho trung binh tap hop u
la khoang ()? — %;X + 1'3;0
lay Iap lai tir tap hop, it nhat 95% cac khoang ngau nhién chira gié tri trung binh
dung u. Két luan nay hoan toan kho kiém tra lai mac do dung (c6 nhiing bai toan
kho c6 thé lay duoc nhiéu mau gia tri tir thuc té) va vi vay, nd khdng phi hop voi
thuc té lam, hon nira trong suy luan co dién, ta khong sir dung dén nhiing théng
tin tién nghiém co tir trude. Van dé dat ra 1a 1am thé ndo chi vai mot bo mau dit
liéu va str dung thdng tin tién nghiém dé cé thé wdc luong gia tri cta tham sb tai
thoi diém thu thap dir liéu d6? Théng ké Bayes 1a mot trong nhing cau tra 16i cho
cau hoi nay.

)- diéu nay ¢ nghia la khi cic mau gié tri duoc

Néu nhu suy luan théng ké c6 dién coi tham sé nhu 13 mét s6 gia tri ¢b dinh
chua biét, thi véi théng ké Bayes, n6 lai 1 bién ngau nhién (theo nghia 1a ta co
thé dua nd vé mot phan bd xac suat thé hién sy chic chan vé gié tri thyc cua tham
s6). Pay chinh 1a sy khac biét co ban giira hai cach tiép can. C6 2 1y do dé thong
ké bayes hiéu qua hon théng ké co dién: (1) la cac két luan Bayes dugc thiét lap
c6 diéu kién (thdng tin tién nghiém) dua trén mau dit liéu thu thap duoc, (2) 1a
véi quan diém Bayes hoan toan hop Iy khi ndi vé xac suat dé ti Ié roi vao khoang
udce luong (vi tham sé 1a bién ngau nhién).

1.2. Uérc lwgng Bayes

Co s& cua phuong phap Bayes 1a dinh ly Bayes, cho phép tinh xac suat xay

ra cuia mot sy kién ngau nhién A voi diéu kién su kién lién quan B da xay ra:



P(B|A).P(4)
P(B)

P(A|B) =

Gia st X = (X4, ...X,,) 1a mau ngau nhién véi khong gian mau (X, A, P =
{Py,0 € 0}). Gia st Py « pu (o-hitu han) (tic 12 néu u(4) = 0 thi P4(A) =0

dPg(x)
du(x)

VoI A € A),p(x,0) =

Néu coi 6 1a bién ngau nhién © véi phan phéi A(8) thi ta c6 thé xem p(x, 6)
nhu ham mat d6 ciia X véi diéu ki¢n @ = @ da cho. Khi d6 ta viét p(x|8).
Dinh nghia 1.2.1. (Phan phai tién nghiém) Néu A « v trén khdng gian tham s6
0 thi A(0) = % la mat 6 caa ©. Ham phan phéi A hoic mat do A cua bién ngau
nhién © dugc goi 1a phan phdi tién nghiém cia © (néu mat d6 1(0|n) phu thudc
vao tham sé 1 khac thi n duoc goi 12 siéu tham so).
Dinh nghia 1.2.2 (Phan phéi hgu nghiém) Phan phéi c6 diéu kién cua © khi X =
x d3 cho (luu y x = (x4, ..., x,)) duoc goi 1a phan phdi hau nghiém, ky hiéu la
A(8|x), dugc xac dinh boi

p(x]6)A(6)
Jo p(x1)A(8)dv(0)

A(0|x) =

trong do my(x) = [, p(x|0)A(6)dv(6) = [, p(x|60)dA(8) dugc goi la phan
phdi bién duyén. Trong trudong hop 6 1a roi rac, dau tich phan s& dugc thay bang
tong.

Bay gio gia sir ham tham an can duoc ude luong 1a g(0) va udc luong la
§(X) voi ham tén that khong am L(g(6),§(X)) . Khi do: R(g,§) =
EL(9(8),d(X)) = [, L(g,§(x))p(x|6)du(x) duoc goi 1a do rui ro (d6 mao
hiém).

Dinh nghia 1.2.3. (D¢ rui ro hd@u nghiégm) B4 rai ro hau nghiém cta udce lugng
g(X) duogc xac dinh boi



R(g,d1%) = E{L(g(6), §(X))]|x} =f0 L(g(6),§(x))A(6|x)dv(6)

Dinh nghia 1.2.4. (Uéc lwong Bayes) Udc luong g, (X) 1am cuc tiéu d6 rai ro
hau nghiém, nghia la: R(g, g,|X) = infR(g, §|X) duoc goi la udc lwong Bayes
g

cua g(0).

Dinh nghia 1.2.5. (D¢ rui ro trung binh) B¢ rai ro cia ude lugng g cua g(6)

khi cho phan phdi tién nghiém A cia ©: R(g,A) = fO R(g, §)dA(8) duoc goi la

do rui ro trung binh.
Nhgn xét 1.2.6. Udc luong Bayes 1am cyc tiéu d6 rui ro trung binh.

That vay, ta cd thé viét lai d6 rui ro trung binh dudi dang
R(3,A) = jo jx L(g, 9Ip(x10)du(x) 2(8)dv(6)
= jo jx L(g, HImaAB|x)du(x) dv(6)
- jx ma () du(x) j@ L(g, )A(61x)dv(6)

_ f ma(X)R(g, §lx)du(x)
X

Ky hiéu G 1a 16p cac ham do dugc g 1a ude lugng cua g(8). Khi dé theo bo dé
Fatou:

inf R(g, A) > j ma(x) infR(g, Gl0)du(x) = j maGOR(G, Gal0)du(o)
Jea x Jea x

= R(ga,A) = inf R(§, 1)
Jea

Suy ra R(ga,A) = inf R(G, 7).
gea



DPinh 1y 1.2.7. Vi céc ky hiéu nhu trén, gia sir ¢6 ton tai udc lugng ¢ (X) véi do

rai ro htru han.

a. NéuL(g, ) = (g —g9)*thi Ga(x) = E(g(0)|x)

A 0)g(O
b. NéuL(g,§) = w(0)(d — g)* thi ga(x) = E[waiéix)]'x]

c. NéuL(g,3) = 1§ — gl thi G, (x) 1a median cua phan phéi c6 diéu kién cua

0 véi diéu kién X = x di cho.
Chung minh.
a. Taco E(L(g,9)|x) = E[(§ — g)?|x]. Xét ham 15i chit p(t) = t2, véi gia
thiét ton
b. tai wdc luong @(X) dé do rui ro hiru han, khi d6 E(L(g, §)|x) co gia tri cuc
tiéu duy nhat. Hon nita

E(L(g, DIx) = E[(§ — 9)*Ix] = E(g*|x) + §* — 2E(g|x)

Suy ramin E(L(g, §)lx) & min(§” ~ 23E () = ~(E(glx))” khi § =
E(glx). Nhur vay ga(x) = E(g(8)|x) (dpem).

¢. Ching minh hoan toan twong tu phan a.
d. E(L(g, §Ix) = E[1g — gllx]. Xét ham 16i p(t) = [t|, khi d6 E[|g — gl|x]
ldy gié tri nho nhat trén tap dong. Mit khéc:

g
E(|g—m||x)+2[ (g — g)dA(8) néug >m
E[lg —gllx] = m
E(|g—m||x)+2f (g —§)dA(B) neug <m
g

trong 46 m la median cua A(g(®)|x). R rang hai tich phan trén déu duong néu
§ khong tring véi m, con khi g trung véi m thi cach tich phan d6 bang 0. Vay
E(L(g, §)|x) dat gia tri nho nhat khi g, (x) 12 median cua A(g(0)]x).



Ta c6 thé tom tit qua trinh tim udc luong Bayes cho tham sé 6 nhu sau:

1.3.Phan phai tién nghiém

Mot cau hoi dat ra khi xay dung phan phdi hau nghiém 1a chon phan phdi tién
nghiém nhu thé ndo 1a hop ly? C6 rat nhiéu cach xay dung phan phéi tién nghiém,
dé phuc vu cho muc dich so sanh véi thdng ké tan suit, luan van xin dé cap dén
hai cach tiép can: tién nghiém lién hop (khi ¢4 it thdng tin tién nghiém) va tién

nghiém thiéu thong tin (suy ra truc tiép tir phan phdi mau).

Dinh nghia 1.3..1. (Tién nghiém lién hegp) (christan P.robert) Ho F cac phéan
phdi xac suat trén khong gian tham O duoc goi Ia lién hop cho ham hop Iy p(x|6)

néu phan b6 hau nghiém p(6|x) ciing thudc F.

Néu ham hop Iy 1a ho mii thi s& ton tai tién nghiém lién hop véi n6. Biéu nay
s& giup ta tim duoc Xac suat hau nghiém ma khong gap kho khan trong xt ly tich

phan.

Mot loai tién nghiém khac ciing kha thuan tién trong viéc tinh toan, do 1a tién
nghiém Jeffreys. Tuy tién nghiém nay khong phai la lién hop nhung n6 c6 dac
diém ndi bat 1a bat bién dbi véi cac phép ddi bién sé. Luan van xin dé cap dén
dinh nghia cho tién nghiém nay trong truong hop tham sé don.

Dinh nghia 1.3.2. (Tién nghiém Jeffreys) Tién nghiém Jeffreys cho tham s6 @
duoc xac dinh boi: A,(8) « +/1(8), trong d6 1(8) 14 lugng thdng tin Fisher cua
0.

Str dung dinh nghia nay, ta d& dang chi ra dugc tién nghiém Jeffreys bat bién

dbi vai phép doi bién song anh @ nao d6. That vay:

Phan phéi tién

nghiém A(9) A R
Phan phoi hau Ham tén that U'dc lugng bayes
- ) nghiém A1(0]x)
Ham hop ly

p(x16) 9




=30 |22 0 (22) = e[ (1] (2

- e[y - Je(nty] - vrw

a. Phan phdi nh; thizc B(n, )

e Tién nghiém lién hop: Ham hop ly cua quan sat Y, tong s6 “thanh cong”
trong n phép thur, khi cho truéc p la p(x|mr) = Cin*(1 —m)"* v6i0 <
m < 1. D& thdy p(x|m) c6 dang ham beta(x + 1,n — x + 1). Vay tién

I'(a+b)

a—-1 _ b—-1
r(a)r(b) n (1 T[)

nghiém lién hop sé la A(m) = beta(a,b) =

Khi d6 phan phdi hau nghiém: A(r|x) = beta(a + x,b + n — x)

e Tién nghiém Jeffreys: Luong thong tin Fisher cho tham sé o 1a

d? logp(xln)] _nm n-—nm n

[(m) = —Er [ dm? 2 T (1-m)2 - (1l —m)

Vay tién nghiem Jeffreys cho m la A,(m) = I(m) « n_%(l — n)‘% —
pta (2
Tuong tu, ta c6 duoc cac két qua twong ung cho cac phan bd quen thudc sau.

b. Phan phai Poisson

Giasu x = (x4, ..., x,,) 1a mau ngau nhién rat tir phan bd Pois(x), khi d6 ham
hop 1y s& 1a p(x|p) =T, p(x;lw) o« p¥ie ™ = gamma(r,v) véir =

Yx;i+1lLv=n

e Tién nghiém lién hop:  A(u) = gamma(a,b) = A(uly) «

gamma(r',v)voi r' =a+Yx;, v  =b+n.
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e Tién nghiem Jeffreys: 1,(1) « % = Auly) < gamma(r',v') véi ' =
% +Yx;,v=n

c. Phan phdi chudn (véi gia tri trung binh pu chua biét)

Gia st x = (x4, ..., x,,) 12 mau ngau nhién rut tir phan bé chuan N (g, ¢2), khi

d6 ham hop ly 1a p(x|u) « exp [—% (x — p)?
e Tién nghiém lién hop: A(W)~N(m,s?) = A(u|x) < N(m',s"?) véim' =

o’m+s?y 5,  o%s?
o2+s2 ' o2+s2’

e Tién nghiém Jeffreys: 4,(un) = 1.

11



CHUONG 2. KHOANG TIN CAY TRONG THONG KE BAYES

2.1. Khoang tin cay Bayes

Dinh nghia 2.1.1. Khoang tin cay Bayes 100(1 — a)% la khoang (a, b) sao cho:
b
P(a <6 <bl|x) = J A@|x)dv(B) 21—«
a

trong d6 A(6|x) 1a phan phdi xac suat hau nghiém cua 6 véi dir lidu x =

(x4, ..., X,) (Néu B 1a roi rac thi thay dau tich phan bang tong).

Véi théng ké Bayes, do tham s 1a bién ngau nhién nén hoan toan hop Iy khi
ta ndi vé phan bé xac suat cua tham so. Nghia 13, néu (a, b) 1a khoang tin cay
Bayes 100(1 — a)% cho tham sb @ thi x4c suat ¢é 8 nam trong khoang (a, b) 1a

1 — a, thong ké tan suat khdng cho ta két luan nay.

Theo dinh nghia, ta c6 thé tim dwoc rat nhiéu khoang tin cay Bayes. Luan vin
xin dé cap dén hai loai chinh: khoang tin cay Bayes ddi xting va khoang tin cay

Bayes chira mat d6 hau nghiém cao nhat (khoang HPD).
2.2. Khodng tin cdy Bayes doi xing

Céach dé nhat dé tinh khoang tin cay Bayes cho tham sé 1a st dung lugng
quantile hau nghiém, thuong cho khoang tin cay d6i xang (equal-tail interval).

Dé c6 khoang tin cay Bayes ddi xing 100(1 — )%, ta tién hanh tim cac s6 6« <

2

6, _a thoa man:
2

. P(9<9%

rex)=3

i, P(9>9ng=x)=%
2

Tuc 13, cac 6 64,0, _« 1an luot 12 %va (1 — %) quantile hau nghiém cua 6. Khi
2

2

do:
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X=x> = 1—P<9 & [Qg,gl_g]
2 2

P(@E[Qa,@l a] X=x)
2 2

= —P<9<9g
2

X=x)—P<9>91_g|X=x)=1—a
2

Vidu 2.2.1. (Peter D.Hoff) Vao nhitng nam 1990, Khao sat X8 hoi da thu thap
thong tin vé trinh d6 hoc van va sb con cua 155 phu nit & do tudi 40, dé tim hiéu
xem liéu trinh do hoc van c6 anh hudng dén sb con sinh ra hay khéng. Ta goi
Xy = (X1, X12, -, X1n, ) VA Xy = (Xo1, X23, ..., Xop, ) 12 dit li€u cho so con cua
nhoém phu nit ¢6 trinh d6 hoc van dudi va ngang (hoic trén) dai hoc. Gia su

X, ~Pois(6,), X,~Pois(6,). Theo khao sét ta c6 sé liéu nhu sau:

- Hoc van duéi dai hoc: ny; = 111, %72, Xy; = 217,X; = 1.95

- Hoc van ngang hoic trén dai hoc: ny, = 44,72, X,; = 66,X; = 1.50
Ham hop 1y tuwong tng 1& p(e|6,) « OZi1¥1ie=m101 va p(x,|0,)
QZ?flxzie—nzez
Gia st phan phdi tién nghiém cho 0, va 6, déu 1a gamma(a =2, =1) =
%Be‘e, khi @6 ta c6 phan phdi hau nghiém la:

p(6;]x)~gamma(2 + 217,1 + 111) = gamma(219,112)
p(6,]x)~gamma(2 + 66,1 + 44) = gamma(68,45)

Dya vao phan phdi hau nghiém nay, ta dé dang tim dugc khoang tin cay Bayes
d6i xting 95% cho 6, va 8,:
> gqgamma(c(.025,.975),219,112)
[1] 1.704943 2.222679

> ggamma(c(.025,.975),68,45)
[1] 1.173437 1.890836

Nhu vay, ta ¢ thé két luan rang, theo dit liéu thu thap duoc thi cd toi 95% kha

nang phu nir ¢o trinh d6 hoc van ngang (hoic trén) dai hoc s& c6 it hon 2 con.

13



2.3. Ung dung khodng tin cdy Bayes HPD

C6 thé thay rang, thuan loi caa viéc tinh khoang tin cay Bayes ddi xang (dua
trén gia tri quantile) 1a cong viéc rat dé dang (co thé tinh tay hoac sir dung phuong
phap Monte Carlo xich Markov), hon nita c6 nét gidng cach xay dung khoang tin
cay tan sut. tuy nhién, két qua nay chi hiru ich khi phan bé hau nghiém cua tham
s6 1a d6i xang. Trong trudng hop phan bd khong dbi xung, lva chon tbi uvu hon

la khoang tin cay Bayes HPD (khoang chtra mat do hau nghiém cao nhat).

Dinh nghia 2.3.1. Khoang HPD 100(1 — a)% cho tham s6 6 1a tap con R(k,)
cua khoéng gian tham O duoc xac dinh boi: R(k,) = {0: 1(6|x) = k,}, trong d6

k,, 1a s6 16n nhat sau cho f@:/l(9|x)2k A00|x)dv(8) =1 — a.

S6 k,, 0 thé coi nhu dudng thang song song véi truc tham s, co giao diém
véi dudng mat do hau nghiém cua 8 sao cho dién tich khoang gitra hai diém do6
la (1 — a). Theo Box&Tiao (1992), khoang HPD nhu thé c6 hai tinh chat:

- Mat d6 moi diém nam trong khoang HPD déu 16n hon cac diém nam ngoai
khoang nay: néu 6, € C va 8, & C thi p(6,]X = x) > p(6,1X = x).

- Véi xéc suit cho truée (chinh 1a 1 — a), khoang c6 d6 dai ngan nhat.

Nhu vay trong trudng hop phan bd ddi xéng thi khoang HPD triing véi khoang

tin cay Bayes dbi xung.

Vi du 2.3.1. . (Peter D.Hoff) Gia sir trong s6 10 phép thir doc lap cua bién ngau
nhién X tuan theo phan b4 Bernoulli(#), ta quan sat dwgc X = 2. Str dung phan
bé tién nghiém cho 6 1a phan phéi déu (tac 1a phan bd beta(1,1)), ta nhan dugc
phan bd hau nghiém cho 6 1a: p(6]X = x)~beta(1 + 2,1 + 8). Bang phan mém
R, ta tinh duoc khoang tin cay Bayes ddi xang 95% cho 6 14 (0.06,0.52):

> gbeta(c(.025,.975),3,9)
[1] 0.06021773 0.51775585

14



Con khoang tin cay HPD 95% tuong ng la (0.04,0.48), hep hon so vdi khoang
dbi xang 95%:

)

|

509% HPD
—— 75% HPD
—— 95% HPD
- =  95% quantile

p(6ly)
1.0 15 20 25 3.0

|

|
!

0.0 05
|
[
I
1
/

|

Hinh anh trén cho ta so sanh gitra khoang tin cay Bayes d6i xting 95% (dua trén
gia tri quantile) va khoang HPD 95% ciing nhu cac khoang HPD khac. Dé thay
v6i khoang d6i xing 95%, van con cac diém nam ngoai khoang ma c6 mat do
|6n hon cac diém trong khoang, nhung véi khoang HPD 95%, moi diém nam
ngoai khoang déu c6 mat 6 nho hon cac diém trong khoang. Biéu nay chinh 1a

wu diém cua khoang HPD.

Trong truong hop phan bb hau nghiém khong 1a

N\
AR

unimodal, khoang HPD cho tham sé c6 thé bi tach

thanh nhiéu khoang, ta goi la ving HPD. Céch tim

viing HPD cho phan bé multimodal ¢6 thé dwgc migu

ta nhu sau:

- Xét phan b bimodal nhu hinh v& (truong hop unimodal xac dinh tuong tu),
st dung duong song song véi truc gia tri tham sé dé xac dinh gia tri mode hau

nghiém.
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- Tinh tién dan duong thang nay xudng dudi gia tri

mode hau nghiém, xac dinh cac giao diém véi phan
bd hau nghiém x; va x,, tinh dién tich phan dudi

duong phan bd va gigi han boi 2 diém x4, x,, tinh

tién duong thang dén khi dién tich nay dat gi4 tri

(1 — a) thi dung lai. Khi d6 doan (x,, x,) tuong
ung chinh la khoang HPD.

- ChU y véi phan bé multimodal, khoang HPD c¢6 thé

khong lién tuc (c6 thé gdm cac khoang roi nhau

(Xl, XZ) va (x3,X4)), khi do ta co Vﬁng HPD cho

tham sd.

Tuy nhién, mot nhuoc diém cia khoang HPD Ia rat kho tim dugc bang bién
doi giai tich ma thuong phai dung phuong phap sb, dua ra két qua xap xi (trur
truong hop phan b hau nghiém rat don gian, vi du nhu phan b6 chuan tic).
Tanner (1996) dua ra thuat toan Monte Carlo dé tinh toan c4c gidi han caa ving
HPD (truong hop phan bd multimodal), nhung yéu cau danh gia phan bd hau
nghiém bién duyén twong doi phic tap va thién vé tin hoc. Chen&Shao (1998) da
dua ra phuong phap Monte Carlo don gian dé wéc lugng khoang HPD bing hai
cach, tao mau xich Markov tir phan bé hau nghiém bién duyén cua tham s va

phuong phap 1dy mau trong sd.
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KET LUAN

Bio cao da trinh bay mot sb khai niém vé thdng ké Bayes va bai toan udc
lugng tham sé. Cung cap céac khai niém vé phan phéi tién nghiém, phan phéi hau
nghiém, d6 rui ro hau nghiém, do rai ro trung binh Bayes, cach tim khoang tin

cay Bayes.

Viéc tim khoang tin cay Bayes d6i xtung l1a cong viéc twong ddi don gian (dua
trén gia tri quantile co thé tinh tay hoac sir dung phuong phap Monte Carlo xich
Markov), hon nita c6 nét giéng cach xay dung khoang tin cay tan suat, két qua
nay la hitu ich khi phan bd hau nghiém cua tham sé 1a doi xang. Trong truong
hop phan b khong d6i xing, lua chon ti uu hon 1a khoang tin cay Bayes HPD
(khoang chira mat o hau nghiém cao nhat), trong bao cao ciing cach tim khoang

tin cay Bayes HPD nay.
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