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những khái niệm cơ bản của quá trình ngẫu nhiên
[bookmark: _Toc277161836][bookmark: _Toc137018227]Định nghĩa và mô tả quá trình ngẫu nhiên
Quá trình ngẫu nhiên mà một mô hình hữu ích của toán học về các hàm có biến là thời và gian nhận các giá trị là ngẫu nhiên. Ví dụ như:  số lượng các cuộc gọi tới trạm điện thoại trong một đơn vị thời gian là một đại lượng ngẫu nhiên phụ thuộc vào thời gian trong ngày; năng lượng điện tiêu thụ trong một đơn vị thời gian cũng là hàm thời gian với các giá trị ngẫu nhiên; tọa độ của các hạt brown thay đổi theo thời gian và cũng nhận giá trị ngẫu nhiên. Ta có thể nói rằng: quá trình ngẫu nhiên là một họ chứa một tham số của các đại lượng ngẫu nhiên, các đại lượng ngẫu nhiên này phụ thuộc vào giá trị của tham số và tham số này mang ý nghĩa chính là thời gian.
Cho không gian xác suất {,F,P}.
[bookmark: _GoBack]Đại lượng ngẫu nhiên  là một hàm đo được đi từ không gian xác suất tới đường thẳng Borel {R,B}. 
Bây giờ ta xét hàm số phụ thuộc hai biến số (,t), , tT. 
Định nghĩa. Hàm số (,t) được gọi là một quá trình ngẫu nhiên, nếu  tT nó là hàm đo được của biến , tức là một đại lượng ngẫu nhiên.
Với giá trị cố định của tham số t, hàm t() là một đại lượng ngẫu nhiên và được gọi là lát cắt của quá trình ngẫu nhiên tại thời điểm t. 
Nếu cố định  (sự kiện sơ cấp), ta sẽ thu được hàm không ngẫu nhiên của thời gian (t). Ta gọi nó là một triển khai một quá trình ngẫu nhiên. 
Tập hợp tất cả các hiện thức hóa của một quá trình ngẫu nhiên được gọi là một quần thể các triển khai.
Từ nay về  sau, quá trình ngẫu nhiên (,t) sẽ được ký hiệu là (t), với biến t đóng vai trò như là thời gian.
Ví dụ 1.1. Giả sử quá trình ngẫu nhiên =tU, t[0,1], với UR[0,1] là một đại lượng ngẫu nhiên, phân bố đều trên đoạn [0,1]. Hãy mô tả tập hợp các lát cắt và các triển khai của quá trình ngẫu nhiên (t).
Lời giải. Với giá trị cố định t0 lát cắt t()=t0U() là một đại lượng ngẫu nhiên có phân bố đều trên đoạn [0,t0].
Các triển khai quá trình ngẫu nhiên (t), tức là các hàm không ngẫu nhiên 0(t)=U(0)t, là các đường thẳng đi qua gốc tọa độ có hệ số góc ngẫu nhiên bằng U(0).

Xét lát cắt (t1) của quá trình ngẫu nhiên (t) tại thời điểm t1. 
Hàm số  
F(x1,t1)=P{(t1)<x1}
được gọi là hàm phân bố quá trình ngẫu nhiên một chiều tại thời điểm t1.
Nếu cố định các giá trị thời gian t1 và t2, thì hàm số 
F(x1,t1;x2,t2)=P{(t1)<x1,(t2)<x2}
Được gọi là hàm phân bố quá trình ngẫu nhiên hai chiều.
Với n lát cắt của quá trình ngẫu nhiên, hàm số 
F(x1,t1;…;xn,tn)=P{(t1)<x1,….,(tn)<xn}				(1.1)
Được gọi là hàm phân bố ngẫu nhiên n chiều.
Từ nay ta sẽ coi rằng: quá trình ngẫu nhiên (t) được xác định nếu cho biết họ các hàm phân bố (1.1) với n. 
Hàm số F(x1,t1;…;xn,tn) phải thỏa mãn các phương trình sau – gọi là các điều kiện nhất quán:

,		 (1.2)

.			(1.3)
Trong đóгде i1, i2,…,in là một hoán vị bất kỳ của các chỉ số 1,2,…n với n. Bây giờ ta có thể phát biểu thêm một định nghĩa nữa về quá trình ngẫu nhiên.

Định nghĩa. Quá trình ngẫu nhiên (t) trên tập hợp  là họ các phân bố (1.1) thỏa mãn điều kiện nhất quán (1.2) và (1.3).
Tập hợp các hàm số F(x1,t1;…;xn,tn) với n = 1,2,… được gọi là phân bố ngẫu nhiên hữu hạn chiều (t).
Nếu hàm F(x1,t1;…;xn,tn) có biểu diễn 

, 
với p(x1,t1;…;xn,tn)  là hàm đo được không âm thỏa mãn

,
thì p(x1,t1;…;xn,tn)  được gọi là mật độ phân bố  chiều n của quá trình ngẫu nhiên называется n- (t). 
Khi đó điều kiện nhất quán 

,

.
Ta sẽ xem xét các ví dụ tìm các hàm phân bố hữu hạn chiều.
Ví dụ 1.2. Giả có quá trình ngẫu nhiên (t)=(t)V, t[0,1], trong đó V là một đại lượng ngẫu nhiên, hàm phân bố FV(x) và (t)>0. Hãy tìm hàm phân bố nhiều chiều của quá trình ngẫu nhiên (t). 
Lời giải. Theo định nghĩa 



.
Nếu hàm phân bố FV(x) có mật độ pV(x), thì tồn tại mật độ của quá trình ngẫu nhiên một chiều (t). Vì với  n=1 có

,

nên .
Ví dụ 1.3. Giả sử quá trình ngẫu nhiên được xác định bởi công thức (t)=Ut+V, với U và V là các đại lượng ngẫu nhiên độc lập với các hàm phân bố FU(x), FV(y). Hãy xác định dạng triển khai của quá trình đã cho và tìm luật phân bố. 
Lời giải. Triển khai của quá trình ngẫu nhiên này là các đường thẳng với góc nghiêng ngẫu nhiên và giá trị ban đầu ngẫu nhiên t=0.
Hàm phân bố ngẫu nhiên một chiều (t) với t>0 có dạng 



.
Nêu t=0, thì F(x,t)=FV(x). 
Đối với các hàm phân bố n chiều, ta có thể thu được dạng tương tự với ví dụ trên 

.

Hàm đặc trưng của phân bố xác suất hữu hạn chiều của một quá trình ngẫu nhiên cũng được định nghĩa như là các đại lượng ngẫu nhiên nhiều chiều




Trong quá trình giải nhiều bài toán, chúng ta gặp phải trường hợp phải làm việc với nhiều quá trình ngẫu nhiên một lúc. Để lập hai quá trình ngẫu nhiên (t) và (t), ta lập hàm phân bố (n+m) chiều:




Trong trường hợp tổng quát, hàm phân bố này là không đối xứng với tất cả các hoán vị của các biến.
Ví dụ 1.4. Cho quá trình ngẫu nhiên (t)=(t)V, t[0,1]. Trong đó V là đại lượng ngẫu nhiên Gauss với  các tham số a và 2; (t) là hàm ngẫu nhiên. Hãy tìm hàm đặc trưng của quá trình ngẫu nhiên (t). 


Lời giải. Giả sử. Khi đó vì (tk)=(tk)V, nên . Điều đó có nghĩa  – là đại lượng ngẫu nhiên với kỳ vọng và phương sai:


		.
Chú ý là với đại lượng ngẫu nhiên , hàm đặc trưng có dạng

.
Ta thu được biểu thức của hàm đặc trưng (t):

.
[bookmark: _Toc277161838][bookmark: _Toc137018228]Đặc điểm trung bình thống kê của các quá trình ngẫu nhiên
Các phân bố hữu hạn chiều cung cấp một đặc tính đầy đủ của quá trình ngẫu nhiên. Tuy nhiên trong nhiều trường hợp, người ta quan tâm tới các đặc điểm phân bố hẹp hơn, phản ánh các tính chất cơ bản của quá trình ngẫu nhiên. Các hàm mô men hoặc các giá trị thống kê trung bình giữ vai trò của các đặc điểm như vậy.
Giá trị trung bình của quá trình ngẫu nhiên (t) (giá trị thống kê trung bình) m(t) kỳ vọng toán học của một lát cắt của quá trình ngẫu nhiên tại thời điểm t  và được ký hiệu là

.
Độ lệch chuẩn của quá trình ngẫu nhiên (t) được gọi là độ lệch chuẩn của một lát cắt của quá trình ngẫu nhiên tại thời điểm t

.
Kỳ vọng và độ lệch chuẩn được xác định bởi hàm độ đo một chiều F(x,t) và trong trường hợp tổng quát là phụ thuộc vào t.
Hàm số tương quan của quá trình ngẫu nhiên (t) là kỳ vọng của tích các lát cắt của quá trình ngẫu nhiên tại các thời điểm t1 , t2.

.
Nó được xác định thông qua hàm hai độ đo của phân bố F(x1,t1;x2,t2) và, trong trường hợp tổng quát, phụ thuộc vào hai biến t1 và t2. R(t1,t2) cũng được gọi là hàm tự tương quan.
Hàm hiệp phương sai của quá trình ngẫu nhiên (t) là kỳ vọng của tích của các lát cắt tâm của quá trình ngẫu nhiên tại các thời điểm t1 và t2.

.
Không khó để chứng minh rằng


Khi t1=t2=t hàm hiệp phương sai trùng với phương sai D(t) của quá trình ngẫu nhiên

.
Đại lượng


được gọi là hệ số hiệp phương sai của quá trình ngẫu nhiên hay hàm chuẩn hóa của hiệp phương sai. Nhìn chung, hệ số tương quan là thước đo phụ thuộc tuyến tính của hai lát cắt (t1) và (t2) của quá trình ngẫu nhiên. Tức nó chỉ ra cho thấy độ chính xác mà một trong các đại lượng ngẫu nhiên (t1) có thể biểu diễn tuyến tính qua đại lượng thứ hai (t2).
Đối với hai quá trình ngẫu nhiên (t) và (t) ta đưa ra khái niệm hàm tương quan lẫn nhau hay hàm tương quan chéo

.
Hàm tương quan chung của hai quá trình ngẫu nhiên (t) và (t) được định nghĩa là một hàm ma trận

.
Các phần tử của ma trận đã được xác định ở phía trên.
Ví dụ 1.5. Cho quá trình ngẫu nhiên có phương trình (t)=(U+V)/t. Trong đó U và V là các đại lượng ngẫu nhiên độc lập có phân bố Gauss chuẩn N(0;1/2). Hãy tìm kỳ vọng, phương sai của quá trình ngẫu nhiên (t) và xác suất P{(t)<3/t} với giá trị bất kỳ t>0. 
Lời giải. Vì U, V là các quá trình gauss và độc lập nên 

,

.
Vì tổng các đại lượng ngẫu nhiên gauss (U+V) có phân bố gauss với các tham số a=0, 2=1, nên 

.
Trong đó (z)  là hàm Laplace

.
Như vậy xác suất được xác định theo công thức sau

.
Ví dụ 1.6. Giả sử quá trình ngẫu nhiên (t)=(t)V, tT. Trong đó V là một đại lượng ngẫu nhiên với kỳ vọng mV và phương sai DV; (t) là hàm ngẫu nhiên. Hãy tìm kỳ vọng m(t), phương sai D(t) và hàm tương quan của quá trình ngẫu nhiên R(t1,t2). 
Lời giải. Theo định nghĩa, ta có

,

,



,

.
[bookmark: _Toc277161839][bookmark: _Toc137018229]Quá trình ngẫu nhiên dừng
Quá trình ngẫu nhiên (t) được gọi là dừng (dừng theo nghĩa hẹp hoặc nghĩa rộng), nếu như hàm độ đo hữu hạn của nó là bất biến đối với phép tịnh tiến thời gian ti, i=1,2,…n  thêm một đại lượng . 

,

. 
Nói cách khác, tính chất thống kê (xác suất) của quá trình ngẫu nhiên dừng không phụ thuộc vào thời điểm bắt đầu quan sát.
Với n=1, từ điều kiện dừng suy ra

.
Đặt t=-, ta thu được

.
Tức là phân bố một chiều của quá trình dừng không phụ thuộc vào thời gian. Thế nhưng phân bố một chiều xác định giá trị trung bình và phương sai của quá trình ngẫu nhiên. Vì thế, đối với quá trình ngẫu nhiên dừng: giá trị trung bình và phương sai không phụ thuộc vào thời gian

,

.
Với n=2, từ điều kiện dừng, ta thu được đẳng thức

.
Đặt =–t, có

,
Tức là: phân bố hai chiều chỉ phụ thuộc vào hiệu thời gian. Từ đó suy ra hàm tương quan của quá trình ngẫu nhiên dừng chỉ phụ thuộc vào một biến



.
Quá trình ngẫu nhiên được gọi là dừng (theo nghĩa rộng) nếu giá trị trung bình, phương sai của nó không phụ thuộc vào thời gian; còn hàm tương quan chỉ phụ thuộc vào hiệu của của các thời điểm thời gian.
Rõ ràng từ điều kiện dừng ở nghĩa hẹp suy ra điều kiện dừng ở nghĩa rộng. Điều ngược lại, nhìn chung, là không đúng. Thế nhưng đối với quá trình gauss thì khẳng định ngược là vẫn đúng.
[bookmark: _Toc277161840][bookmark: _Toc137018230]Tính chất của hàm tương quan 
Ta sẽ xem xét các tính chất cơ bản của hàm tương quan R(t1,t2) của quá trình ngẫu nhiên (t).
1. Hàm tương quan là hàm đối xứng đối với các biến của nó

.
Điều này có thể suy ra trực tiếp từ định nghĩa. 
Đối với quá trình dừng, hàm tương quan là hàm chẵn

. 
2. Bất đẳng thức cho hàm tương quan

. 
Đối với quá trình ngẫu nhiên dừng, bất đẳng thức này có nghĩa là tại không hàm số tương quan đạt giá trị cực đại. 
3. Nếu đối với quá trình ngẫu nhiên dừng mà khi  các đại lượng ngẫu nhiên (t) и (t+)  độc lập một cách ngẫu nhiên thì

.
Khi đó giá trị trung bình của quá trình có thể biểu diễn qua hàm tương quan

.
Tiếp theo, sử dụng định nghĩa của phương sai, có

. 
Như vậy, giá trị trung bình và phương sai của quá trình ngẫu nhiên dừng có thể tìm được nếu biết hàm tương quan của nó.
4. Hàm tương quan của quá trình ngẫu nhiên là xác định dương, nghĩa là n và với các số thực tùy ý 1,2,…,n, bất đẳng thức sau đúng

.
5. Hàm tương quan của tổng hai quá trình ngẫu nhiên bằng tổng các hàm tương quan thành phần cộng với tổng của tất cả các hàm tương quan lẫn nhau của các số hạng.

Cụ thể với 

.
Đối với số hạng không tương quan với các giá trị trung bình bằng không thì


.
Trong quá trình giải các bài tập, ta sẽ phải sử dụng một số tính chất của hàm tương quan. Việc chứng minh các tính chất này có thể được suy ra từ định nghĩa.
Xét hai hàm không ngẫu nhiên (t) và (t), các quá trình ngẫu nhiên (t), (t), các hàm tương quan của chúng R(t1,t2) R(t1,t2), các hàm phương sai K(t1,t2), K(t1,t2), hàm tương quan lẫn nhau R(t1,t2).

1.	Nếu quá trình ngẫu nhiên được cho dưới dạng tích thì 

.

2.	Nếu quá trình ngẫu nhiên được cho dưới dạng tổng  тогда 

.

3.	Nếu quá trình ngẫu nhiên được cho bởi phương trình  thì 

.

4.	Nếu quá trình ngẫu nhiên cho bởi công thức  thì



.

Ví dụ 1.7. Cho quá trình ngẫu nhiên  t. T, với Yi – là các đại lượng ngẫu nhiên không tương quan có kỳ vọng mi và phương sai Di,  i(t) thuộc tập các hàm xác định T. Hãy tìm m(t), D(t) và R(t,s).
Lời giải. Theo định nghĩa, ta có

,




,


,

.

Đối với các quá trình ngẫu nhiên dừng, thì cùng với hàm tương quan người ta sử dụng nhiều tới khái niệm mật độ phổ S(). Nó được định nghĩa như sau


Đôi khi nó được hiểu là công suất trung bình của tần số thành phần điều hòa  của tín hiệu điện (t).


Ví dụ 1.8. Hàm tương quan của quá trình ngẫu nhiên  được cho dưới . Trong đó . Hãy xác định mật độ phổ của quá trình ngẫu nhiên tương ứng.
Lời giải. Mật độ phổ được xác định theo công thức:

.
Từ điều kiện của bài toán, ta biểu diễn tích phân này dưới dạng tổng của hai tích phân:

.
Sau đó tiến hành tính toán 


.
[bookmark: _Toc277161841][bookmark: _Toc137018231]Quá trình ngẫu nhiên Ergodic
Đối với quá trình ngẫu nhiên dừng, ngoài các đặc trưng thống kê trung bình, còn có các đặc trưng theo thời gian.

Chọn triển khai  (k)(t) thứ  của quá trình ngẫu nhiên và quan sát nó trong khoảng thời gian 2T. Xét giá trị trung bình theo thời gian của triển khai này

.
Ở đây, ký hiệu   là giá trị trung bình theo thời gian. Nó khác với kỳ vọng M vốn là trung bình theo phân bố, hay trung bình thống kê.  Giá trị trung bình theo thời gian này có thể được coi như một thành phần không đổi của một quy trình ngẫu nhiên (t). Tương tự có thể định nghĩa hàm tương quan trung bình theo thời gian cho một quá trình dừng

.
Lưu ý là không phải quá trình ngẫu nhiên dừng nào thì các đại lượng đặc trưng theo thời gian đã nêu trên đều có giá trị hữu hạn. Trong trường hợp  các đặc trưng này tồn tại, thì chúng vẫn có thể khác nhau đối với các triển khai khác nhau của quá trình ngẫu nhiên. Trường hợp ngoại lệ chính là các quá trình ergodic. Đối với chúng, các đặc trưng nêu trên là giống nhau đối với tất cả các triển khai và hơn thế nó trùng với các giá trị thống kê tương ứng.
Định nghĩa. Quá trình ngẫu nhiên được gọi là ergodic, nếu mọi đặc trưng thống kê của nó đều bằng đặc trưng tương ứng thu được bằng cách lấy giá trị trung bình theo thời gian của một triển khai duy nhất.
Vì hai cách lấy giá trị trung bình của quá trình ngẫu nhiên ergodic theo phân bố và theo thời gian là tương đương nhau cho nên không nhất thiết phải nghiên cứu các tính chất của toàn bộ tập hợp các triển khai mà chỉ cần nghiên cứu mộ triển khai để xác định tất cả các đặc trưng của quá trình đang xét.
Điều kiện cần và đủ để một quá trình ngẫu nhiên thành ergodic là: tính dừng nghiêm ngặt và chuyển tiếp độ đo. Tức là bất kỳ một phần nào của tập các triển khai có độ đo xác suất khác 0 và 1 thì không là quá trình ngẫu nhiên dừng nghiêm ngặt.
Xét ví dụ về quá trình dừng ngặt nhưng không phải là quá trình ergodic. Giả sử (t)=(t)+. Trong đó (t) là quá trình ngẫu nhiên ergodic,  là một đại lượng ngẫu nhiên nào đó. Rõ ràng, quá trình (t) là dừng ngặt, nhưng các đại lượng đặc trưng của nó theo thời gian là khác nhau đối với các triển khai khác nhau. Vì vậy quá trình ngẫu nhiên này là không ergodic.
Như vậy, nếu quá trình ngẫu nhiên ergodic thì mọi triển khai của nó xác định tính tất của cả tập hợp. Và vì vậy, kết quả của việc lấy trung bình theo thời gian tính theo một triển khai là trùng với các đặc trưng thống kê tương ứng của quá trình. Tức là

,

. 
Có thể đưa các khái niệm khác về các đặc trưng trung bình theo thời gian của quá trình ergodic. Như vậy, thời gian trung bình mà quá trình nằm dưới mức x trùng với xác suất mà quá giá trị của quá trình ngẫu nhiên tại thời điểm bất kỳ nhỏ hơn x. Tức là

.
Trong đó


Hàm đặc trưng một chiều được xác định là giá trị trung bình theo thời gian của quá trình expi(k)(t)u. Tức là dưới dạng

.
Ưu điểm chính của các đặc trưng trung bình theo thời gian là để tính chúng chỉ cần quan sát duy nhất một triển khai. Và điều đó rất thuận lợi cho các nhà nghiên cứu.
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