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[bookmark: _Toc92208847]Định lý Pompeiu
Trong một số cuốn sách viết cho chương trình lớp 11 hệ chuyên có bài toán sau.
Giả sử hàm số  liên tục trên đoạn  và khả vi trên khoảng , với . Chứng minh rằng tồn tại điểm  sao cho
	
	(1)



Để chứng minh định lý trên, ta phải dùng tới định lý Cauchy về giá trị trung bình. Xin được nhắc lại định lý này.
[bookmark: _Toc92208848]Định lý (Cauchy) [1, trang 132]. 
Giả sử các hàm  liên tục trên đoạn , khả vi trên khoảng , đạo hàm  tại mọi điểm thuộc khoảng này. Khi đó, tồn tại ít nhất một điểm  thỏa mãn:
	
	(2)


Áp dụng định lý này cho hàm số ; trong đó  là hàm số thỏa mãn điều kiện của định lý Cauchy và , ta sẽ dễ dạng chứng minh được tồn tại điểm  thỏa mãn (1). Rõ ràng từ (2), có

Từ đây, tiến hành rút gọn ta thu được (1).
Lưu ý là suy luận trên vẫn đúng khi . Tức là điều kiện  có thể được thay thế bằng điều kiện tổng quát hơn: . 
Trong khuôn khổ bài báo này, chúng tôi muốn hướng lưu ý bạn đọc rằng: kết quả của bài toán trên rất giống với khẳng định của Pompeiu. Sau đây là định lý lần đầu tiên được trình bày trong [2].
[bookmark: _Toc92208849]Định lý 1. (D. Pompeiu). 
Giả sử  là hàm khả vi trên đoạn  trên trục số và . Khi đó từ hai điểm phân biệt  bất kỳ của đoạn , ta luôn tìm được điểm  nằm giữa hai điểm đó thỏa mãn:
	
	(3)



Rõ ràng công thức (3) rất giống công thức (1).
Trong bài báo (3) có trình bày chứng minh của định lý 1. Nếu phân tích kỹ định lý trên cùng công thức (1), ta có thể đưa ra điều kiện yếu hơn cho hàm : chỉ cần tính liên tục của hàm  trên đoạn  và khả vi trên khoảng .
Từ những lý luận trên, ta có thể phát biểu lại định lý 1 giống với cách phát biểu của các định lý của các nhà toán học Pháp: Rolle, Lagrange, Cauchy về giá trị trung bình.
[bookmark: _Toc92208850]Định lý 2. 
Giả sử hàm  liên tục trên đoạn  không chứa điểm  và khả vi trên khoảng . Khi đó tồn tại một điểm  thỏa mãn
	
	(4)



Ta sẽ gọi định lý 1 và định lý 2 là định lý Pompeiu, còn công thức (4) là công thức Pompeiu.
Chúng ta sẽ làm quen với các cách chứng minh định lý Pompeiu mà không sử dụng tới định lý Cauchy. Việc có nhiều chứng minh khác nhau cho một định lý trên phần nào nói lên được tầm quan trọng của định lý.
Chứng minh định lý Pompeiu bằng định lý Lagrange (xem [2]).
Xét hàm liên tục . Nó liên tục trên đoạn  và khả vi trên khoảng . Theo định lý Lagrange, tồn tại một điểm  thuộc khoảng  thỏa mãn đẳng thức

hay
	
	(5)



Thay  vào (5), ta thu được công thức Pompeiu (4). Định lý 2 được chứng minh.
Chứng minh định lý Pompeiu bằng định lý Rolle.
Ta sẽ tiếp tục chứng minh bằng cách sử dụng hàm phụ. Trong trường hợp này, ta sử dụng hàm

Dễ thấy hàm số trên liên tục trên đoạn  và khả vi trên khoảng . Ta cũng dễ dàng kiểm tra được: . Tức là trên đoạn  hàm  thỏa mãn tất cả các điều kiện của định lý Rolle. Và theo định lý Rolle, tồn tại điểm  thỏa mãn điều kiện

Từ đây suy ra tính đúng đắn của công thức (4). Định lý Pompeiu được chứng minh.
Lưu ý: hai hàm phụ  và  sử dụng trong hai chứng minh trên đều đã chứa đựng hạn chế .
[bookmark: _Toc92208851]Chứng minh hình học định lý Pompeiu.
[image: D:\Huan\2022\Báo cáo học thuật\Pompeiu.png]

Ta sẽ làm quen với một cách chứng minh nữa của định lý Pompeiu. Giả sử  là đồ thị của hàm  thỏa mãn các điều kiện của định lý. Dây cung  nối hai mút của đồ thị có phương trình
	
	(6)


Đường thẳng  cắt trục  tại điểm  có tung độ

Giả sử  là góc (xem hình) mở của đồ thị  từ điểm . Do các điều kiện hạn chế của  nên . Các cạnh của góc  sẽ dựa vào đồ thị  (trong đó ít nhất một trong hai cạnh sẽ không chứa điểm của cung  (trong hình này là đường thẳng )). Vì  trơn trên khoảng  nên  tiếp xúc với  tại điểm . Phương trình của tiếp tuyến là

Thay , ta được biểu diễn khác của tung độ  của 

Như vậy điểm  trong công thức Pompeiu chính là điểm .
Bây giờ, giả sử . Khi đó hàm  là tuyến tính, nó có phương trình (6). Bằng cách kiểm tra trực tiếp, ta có thể dễ dàng thấy rằng công thức Pompeiu (4) thỏa mãn tại mọi điểm .
Định lý 2 được chứng minh.
[bookmark: _Toc92208852]Biểu diễn hình học của công thức Pompeiu
Ta có thể đưa ra biểu diễn hình học của định lý 2 dựa vào chứng minh trên.
Trong các điều kiện của định lý 2 thì đường thẳng nối hai mút của đồ thị  của hàm  trên đoạn  và tiếp tuyến với  tại điểm  cùng cắt trục tung tại một điểm.
[bookmark: _Toc92208853]Công thức Pompeiu và các đại lượng trung bình
[bookmark: _GoBack]Công thức Pompeiu và công thức Lagrange [4,5] có thể sinh ra các đại lượng trung bình khác nhau của hai số  và  nếu ta biết cách áp dụng nó vào công thức (4) (phương trình vi phân). Ta xét một vài đại lượng trong số chúng. 
Áp dụng công thức (4) cho hàm . Ta có

Từ đây suy ra . Đây chính là trung bình hình học  của hai số dương  và .
Tiếp theo, áp dụng công thức (4) cho hàm :

Từ phương trình này ta thu được . Đại lượng  chính là trung bình điều hòa của hai số dương  và .
Xét thêm một đại lượng trung bình nữa sinh ra bởi công thức Pompeiu. Áp dụng công thức (4) cho hàm  trên đoạn , có:

Từ đây, ta thu được

Quy ước rằng là trung bình Pompeiu của hai số . Khi hai số trùng nhau thì .
Lưu ý: đại lượng

được giáo sư Sitnhik S. M. đề xuất.
Giá trị trung bình này rất giống với giá trị đồng nhất [5, tr. 30].

của hai số dương . Ta có các bài toán liên quan sau.
[bookmark: _Toc92208854]Bài toán 1. 
Làm thế nào để so sánh các giá trị  và ?
Lời giải. Đầu tiên, ta gán cho  là hai số cụ thể và so sánh :

Tức là 
Kết quả thu được gợi ý cho ta rằng  với mọi số dương  với . Ta đi chứng minh khẳng định này.
Giả sử . Vì

nên  ta chỉ cần chỉ ra rằng hàm số  nhận giá trị âm trên khoảng .
Trước tiên, ta tính các đạo hàm của :
	

	(7)



	
	(8)



Trên khoảng : . Điều đó có nghĩa là  là hàm giảm trên . Vì  nên  khi . Từ đây ta có kết luận: hàm  giảm trên đoạn . Nhưng , tức là  khi . Khẳng định được chứng minh. Như vậy  với .
Trong bài báo [5, tr. 33] có trình bày dãy các bất đẳng thức cho các giá trị trung bình sau
	
	(9)


Trong đó
	
	Là trung bình cộng

	
	Là trung bình mũ cấp .

	
	Là trung bình loga của hai số dương .


Trong bài toán 1, ta có thể kết luận là: trung bình Pompeiu  không thể đánh giá được bất đẳng thức cuối của dãy (9) với mọi giá trị của . Thế nhưng vẫn còn câu hỏi mở: liệu trung bình  có thể đánh giá được bất đẳng thức nào trong ba bất đẳng thức còn lại không? Bài toán sau sẽ trả lời câu hỏi đó (không được).
[bookmark: _Toc92208855]Bài toán 2. 
Chứng minh rằng .
Chứng minh. Coi rằng . Vì  nên

Tức là ta chỉ cần chỉ ra rằng hàm số

nhận giá trị dương trên khoảng .
Tính các đạo hàm

Rõ ràng  với , tức là  là hàm tăng trên khoảng . Như vậy  với . Suy ra hàm  là hàm tăng trên khoảng . Và vì  nên . Khẳng định được chứng minh.
[bookmark: _Toc92208856]Bài toán 3. 
Chứng minh rằng .
Chứng minh. Để chứng minh bài toán trên ta sử dụng công cụ vi phân. Giả sử , vì  nên

Ta chỉ cần chỉ ra rằng hàm số

nhận giá trị dương trên khoảng .
Ta có
	
	(10)



	
	(11)



Từ (11) có . Hàm  là tăng trên khoảng . Thay  vào (10) có , tức là  nhận giá trị dương trên khoảng . Điều này có nghĩa là  là hàm tăng trên khoảng . Vì  nên . Bài toán được chứng minh.
Kết hợp các kết quả của bài toán 2 và 3, ta thu được bất đẳng thức
	
	(12)



Dãy bất đẳng thức là tính chất cơ bản của trung bình Pompeiu.
Dãy (12) cho phép kéo dài dãy các bất đẳng thức (9) như sau:
	
	(13)



Lưu ý: khi  thì đẳng thức xảy ra giữa các giá trị trung bình của (13).
Trong khuôn khổ bài báo, chúng ta mới chỉ xem xét ba đại lượng trung bình của hai số dương được sinh ra từ công thức Pompeiu. Bạn đọc có thể sử dụng công thức này để thu được các đại lượng trung bình khác và so sánh chúng với nhau như đã làm ở trên.
[bookmark: _Toc92208857]Tài liệu tham khảo
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