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1. MO PAU

Dang chuén tic Jordan 1a mot khai niém quan trong trong Dai s tuyén tinh. N6 duoc
coi 1a dang dong dang don gian nhat clia cac ma trin vudng trén cac truong khac nhau va

1am boc 10 nhitng tinh chat dic trung cia ma trdn va cla anh xa tuyén tinh trong tng.

Véi moi toan tir tuyén tinh T trén khong khong gian vector V hiru han chiéu ta déu
tim dugc mot co s6 ndao d6 cua V dé ma tran biéu dién T ddi voi co s6 B ¢o dang Jordan.
Moi ma tran vuéng A déu dé)ng dang v&1 mot ma tran dang chinh tac Jordan cta A.

Khai niém dang chuan tic Jordan ciing dugc sir dung hiéu qua trong viéc giai cac bai

toan thi Olympic sinh vién mén Pai sb.



2.COSO LY THUYET

2.1. Pinh nghia: Cho V 13 mot khong gian vector trén trudng K. Mot anh xa tuyén tinh
oV >V duge goi 1a mot toan tir tuyén tinh ciia V. Mot toan tir tuyén tinh octia V con
duoc goi 1a mot phép bién doi tuyén tinh.

2.2. Vidu:

1. Cho 4nh xa o:R’> - R’xé4c dinh b6i o(x,x,)=(2x, +x,,x,+2x,). Khi d6 o 1a mot
toan tir tuyén tinh trén R?.

2. Cho anh xa o: B[x]— B[x] cho boi o(a, +at+a,t’) =3a, +(5a, —2a,)t + (ta, + a,)t’

Khi d6 o 1a mot toan tir tuyén tinh trén P[x].

3. Cho anh xa o:M,(R)—> M, (R) xac dinh boi

1 2
G(X)=|:3 4})(

Khi d6 o la mot toan tur tuyén tinh trén M, (R).
2.3. Pinh nghia: Cho o1a mot toan tir tuyén tinh ctia khong gian vector V trén trudng K.

Mot phﬁn tor A€ K dugce goi la gia tri riéng cua onéu ton tai mot vector khac khong velV

sao cho o(v)=Av. Khi d6 vector v dugc goi la vector riéng cua oung véi gia tri riéng A

2.4. Vidu:

1. Cho ola mdt toan tir tuyén tinh ctia khong gian vector V trén truong K. Khi d6 phan tu
0 1a gia tri riéng cua okhi va chi khi Kero #0. Vi Khi d6 v=01a vector riéng cua o ng
voi gia tri riéng 0 khi va chi khi ve Kero .

2. Moi vector khac 0 déu 13 vector riéng ctia toan tir d6ng nhat hodc toan tir 0. Vi toan tir
ddng nhét, thi gia tri riéng bang 1, con toan tir O thi gi tri riéng 13 0.

3. Cho f 1a toan tir tuyén tinh trén khong gian R*duoc xac dinh nhu sau:



S (x,x,,x) =(3x, +3x, +2x,, X, +x, —2x;,-3x, —x,) ¢O gia tri riéng la =4 va mot vector
riéng tuong ung voi gia tri riéng nay la v =(L,1,-1) vif(uw)=1(1, 1,-1)=(4,4,-4) = Au.
2.5. Pinh ly: Gia st o 1a mot toan tir tuyén tinh cua khong gian vector v trén truong K.
Khi d6 AeK 1a gid tri riéng ciia o néu va chi néu o —A/d, khong 1a don anh.

Chirng minh:

Nhan xét o(v)=Av khi va chi khi (o—A41d,)v=0 véi moi A€ K. Néu A 1a mot gié tri
riéng ciia o thi ton tai mot vector v khac 0 sao cho o(v)=Av. Suy ra ve Ker(o—Ald) , vi
v khac 0 nén Ker(o—Ald,)khac 0 do d6 o—Ald, khong l1a don anh. Pdo lai, gid st
o —Ald, khong 1a don ciu. Khi d6 ton tai mot vector v khac 0 sao cho (o —211d, )v=0
suy ra o(v)=Av. Do d6 A4 1a mdt gia tri riéng cua o va v la vector ri€ng tuong tng.

2.6. Pinh 1y: Gia sit o 1a mot toan tir tuyén tinh cua khong gian vector V trén truong K.
Khi d6 néu ¢ 1a cic vector riéng clia o Ung v&i cac gia tri riéng phan biét 4, 4,...,A4 thi
Vi,Vy,.., v, d0c 1ap tuyén tinh.

Chirng minh: Gia st {v,v,,..,v,} phu thudc tuyén tinh. Khi d6, ton tai chi s6 s nho nhat
sao cho v,,, 1a t6 hop tuyén tinh cia cic vector doc lap tuyén tinh v,,v,,...,v. hay ton tai
cac sb k,,k,,...k, € K saocho v, =kv, +kv, +..+kyv, .

Do v,1a céac vector riéng cua todn tor oimg voi gid tri riéng Anén o(v,) =4y, voimoii=
1,2,..,s.

Trdétacod o(v,,)=ko(v)+k,o(v,)+..+ko(v,) hay A, v, =kAv,+kAv, +. . +kAv,.
Suy ra k(A=A v +k (A=A, v, +. k(A =A,)v,=0. Vi tap {v,v,,..,v,} doc lap
tuyén tinh nén k(4 —A,,)=0 suyra k, =0,Vi=1,s. Do d6 v, =0, mau thudn véi v, #0

. Vay {,v,,...,v.} doc lap tuyén tinh.



2.7. Pinh Iy: Cho o 1a mdt toan tir tuyén tinh ctia khong gian vector V trén truong K.
Gia st AeK1a mot gia tri riéng cua o. Khi d6 tdp V, (1) ={oceV|o(v)=Av} 1a mdot
khong gian vector con cua V.
Chirng minh:
Do vector 0 thuoc V_(4) nén V_ (1) =J. Néu u,ve V_(A) thi o(u)=Au;o(v)=A(v). Khi
do,

ocu+vy=ocu)+o(v)=Au+Av=A(u+v)

o(ku) =ko(u)=k(Au) = A(ku)

Vayu+v vaku déu thudc vao V_(4) véimoi u,veV _(A) va véi moi k thuoc K. Do do
V_(4) 1a mot khong gian vector con cua V.

Khong gian vector con V_(A) dugc goi 1a khong gian vector riéng ciia oung véi gia tri
rieng A. Khong gian vector riéng V_(A4) bao gdm céc vector riéng cua o ng voi gia tri
riéng A va vector 0.

Nhan xét:

Néu dim V =n va oc6 ma tran biéu dién A theo co s& S thi

a) Ala gia tri riéng cua o khi va chi khi Ala nghiém cua da thic dac trung
f.)=f,(t)=A4-t ]| cua o.

b) MJi toan tir tuyén tinh ctua khong gian vector n chiéu c6 t6i da n gia tri riéng khac
nhau.

c) Ky hi¢u [v],1a toa do cua vector v trong co s& S. Khi d6 A1a gié tri riéng cia o khi
va chi khi hé phuong trinh tuyén tinh thuan nhét A[v]y =A[v]y c6 nghiém khong tam
thuong. Tap cac nghiém khong tAm thuong cua hé niy 13 toa do cua tit ca cac vector
riéng cua o ung vdi gia tri riéng 4.

Vi du: Cho toan tir tuyén tinh o :R* — R*x4c dinh béi o(x,,x,) = (2x, +x,,x +2x,) . Hiy
xéac dinh tt ca cac gia tri riéng ctia o va tit ca cac vector riéng ung véi cac gia tri riéng

tim duoc.



Giai: Xét ma tran A cua o trong cdp co sé chinh tac cia R?. Ta c6 ma trdn A nhu sau:
2 1
A=
I 2

‘:(2—02—1=4—4z+z2—1:z2—4z+3.

Xét da thirc dac trung cua ma tran A.
£ = 2—-t 1
T 2-1
Xét phuong trinh ddc trung ctia ma tran A ta c6 dugc hai nghiém t =1 va t = 3. Khi do
A=1 va A=3 la hai gia tri riéng cua A.

X, =—t

1 1
Xét hé phuong trinh (4-1,)X =0 < B2 0 ta duge
11 x,=teR

Xy

Khi d6 vector ui = (-1, 1) 1a mdt vector riéng cua A.

-1 1 =t
Xéthé pt (4-31,)X =0 @{ J{ﬂ: 0 ta dugc {xl

1 X, x,=telR

Khi d6 vector ux = (1, 1) 1a mdt vector riéng cua A.

2.8. Pinh nghia: Cho o 1a mot toan tir tuyén tinh cta khong gian vector V trén trudng
K. Mot khong gian vector con W ctia V 1a mot khong gian bat bién ddi voi toan tir o
néu c(W)c W , hay o(w)eW véimoi weW .

Vi du: Cho o 1a mdt toan tir tuyén tinh ctia khong gian vector V  trén truong K. Khi d6 0
va V 13 cac khong gian bit bién cia V dbi voi toan tir ova chung duoc goi 1a khong
gian con bit bién tdm thuong. Néu o khong 1a dang cdu thi hat nhan Kero #0 13 mot
khong gian bat bién khong tim thudng cia V ddi véi o.

Néu ola anh xa dong nhit hodc anh xa 0 thi moi khong gian con cia V 13 khong gian
con bit bién dbi voi toan tir o.

Néu A 1a mot gia trj riéng ctia o thi moi khong gian con cua khéng gian vector riéng tng
v6i A déu 1a khong gian bét bién cta o.

2.9. Dinh ly: Khong gian V_(4) la khong gian con bét bién ctia V ddi véi o



Chirng minh: Ta c6 V_(4) 1a mot khong gian vector con cua V. Vi moi veV (4). Ta

cd o(Av)=Ac(v)=A(Av) do do AveV_(A). Nhu vay véi moi vector vel_(4), ta ludn co

oc(v)=AveV (4).Do do V_(A) 1a khong gian con bat bién cua V .

Cho V 1a khong gian vector n chiéu trén truong K va o 12 mét toan tir tuyén tinh cua V.

Gia st S={v,1,,..,v,} 1a mot co sd cia V. Vi moi vel , ta s& im mdi quan hé giira

[vlg va [o(V)]g. Do S 1a mgt co s& cua V nén vector v dugc viét duy nhét dudi dang
k,

v=kv, +k,v, +...+k,v,. Khi d6 toa dj cua v ddi véicoso Sla [v], =|

Mat khac do o la mot toan tir tuyén tinh trén K nén
oc()=o(ky, +kv, +..+kyv )=koW)+ko(,)+..+ko(,).
Do db ta co

[O‘(V)]S =k [a(vl)]s +k, [o*(vz)]s +...+k, [O'(Vn)]s .

a,;

l

a2i

Gid str [o(v,)], = la toa do cua vector o(v,) ddi véicosd Sveimoii=1,2, ..., n

a

ni

Khi d6 ta viét [c(v)], = 4[v], trong d6 ma tran

all 6112 aln
AZI:[O'(VJ]S [O'(Vz)]s [O-(v")]s:l: a, dy a,,
anl anz ann

Tinh chat:
a) Khéng gian con U <V 1a khong gian con bét bién cua o khi va chi khi anh ciia mot

hé sinh cia U nim trong U.



b) Néu U cV lakhong gian con bat bién, thi anh xa han ché o |, 12 mot toan tir tuyén
tinh cua U.

2.10. Pinh nghia: Cho V 1a mot khong gian vector n chiéu trén truong K va o 1a mot
toan tir tuyén tinh ctia V . Toan tir tuyén tinh o dugc goi 1a chéo héa duge néu ma tran
biéu dién ctia o theo mdt co s& S nao d6 12 ma tran duong chéo.

2.11. Pinh ly: Cho V 1a mot khong gian vector n chiéu trén truong K va o 1a mot toan tir
tuyén tinh ciia V. Khi d6 o chéo héa dugc néu va chi néu ocd n vector riéng doc lap
tuyén tinh. Hon nira cdc phan tir trén dudng chéo chinh ciia ma tran biéu dién 1a cac gia
tri riéng cia o.

Chirng minh:

Gid su A chéo hoéa dugc va A 1a ma tran bi€u dién cua o theo co sé S ={v,,v,,...,v,}. Khi

do
A0 0
az|’ & va o(v,)=Av,.
0 0 . 4
ViSlacosdcuaV nén v, khac vector 0 véimoii=1, 2, ..., n. Do d6, 4,,4,,....,4, 1a cac

gia tri riéng cla o va v,v,,..,v, 1a cac vector riéng twong tg. Do lai néu o co6 n vector

riéng v,,v,,..,v, doc lap tuyen tinh thi S={v,,v,,...,v,} la co so cia V. Vi v, 1a vector riéng

clia o nén ton tai A €K sao cho o(v,)=Av, voimoii=1,2, ..., n. Khi 6

A 0 .. 0

0 4 , . " , \ A 1A 4R , \
A= chinh l1a ma tran cua o theo co sé S. Ma tran biéu dién A cua o la

0o 0 .. 4

n

ma tran duong chéo nén o chéo hoa dugc.

10



Hai ma tran ctia cing mot toan tir tuyén tinh theo hai co so khac nhau 1a dong dang va do
d6 chung c6 cung da thic dic trung. Néu ta dong nhat veV véi [v],thi toan tir tuyén
tinh odugc xac dinh boi1 o(v) = Av trong d6 A 1a ma tran biéu dién cua o.

Gia st 1€Kla mot gia tri riéng cua A. Khi do tdn tai vector v khac 0 sao cho
A(v) = Av=0o(v). Diéu nay dong nghia v6i A ciing la gia trj riéng cta toan tir tuyén tinh
o va nguogc lai. Do d6 A va o cd cung tap céac vector riéng va tap cac gia tri riéng. Vay
mudn xac dinh cac gia trj riéng va cac vector riéng cliia mot toan tir tuyén tinh o ta chi
vi€c xac dinh cac gia tri riéng va cac vector ri€éng clia ma tran biéu dién A cua o theo
mot co s& nao do.

2.12. Hé qua: Cho V 1a mot khong gian vector n chiéu trén truong K, o 1a mot toan tir
tuyén tinh cia V va A 1a ma tran biéu dién ciia o theo co s¢ S. Khi d6, o 1a chéo héa
duoc néu va chi néu A chéo hoa dugc.

Vi du:

1. Cho phép bién ddi tuyén tinh ¢:R* —R? xac dinh boi ¢(x, y) = (5x+4y,8x+9y)

a) Tim céc gi tri riéng va vector riéng clia phép bién do6i ¢

b) Hoi phép bién d6i ¢ c6 chéo hoa duge khong?

Giai

A 5 A re < 5 ’ < 5 21> 5 4
Ma trén ctia ¢ d6i voi c@p co sé chinh tac cia R°1a 4= g o

Pa thirc dic trung ciia phép bién doi ¢ 1a 1, @) =‘ s o,

4 2
=1 14t +13

Xét phuong trinh dac trung (1) =0+ -14t+13=0<t=1vr=13. Vay phép bién ddi
@ cohaigiatririengla A=1,1=13

4x+4y=0

Ung véi gid tri riéng A =1. Xét hé pt thuan nhat
8x+8y =0

11



Vay h¢ c¢6 nghi€ém u =( s, -s) voi seR,s#0. Do do6 tap cac vector ri€ng img voi gia tri
riéng A=11au=(s,-s) véi seR,s#0.
Chon s = 1, ta dugc 1 vector riéng u, =(1,—1) ung véi gia tri riéng A =1

7. . . . . A A _8 + 4 - O
Tuong tu doi voi gia tri riéng A =13. Xét hé pt thuan nhat {8 X : y .
x—4y=

H¢ c6 nghiém u =( s, 2s) v6i s€R,s#0. Do do tap cac vector riéng Gng vdi gia tri riéng
A=131au=(s,-s)véi seR,s#0.

Chon s =1 ta dugc 1 vector riéng u, = ( 1, 2) rng v6i gia tri riéng A =13.

Do ¢ c6 hai vector riéng doc 1ap tuyén tinh nén ¢ chéo héa duge va ung véi co so

S ={u,,u,} thi ma trdn cia ¢ c6 dang chéo nhu sau:

10
A'=
{o 13}

2. Cho T 1a toan tir tuyén tinh trén R’® xac dinh boi
T(x,,%,,%)=03x+x, —x,,2x, +2x, —x;,2x, +2x,)
a) Hay xéc dinh céc gié tri riéng va vector riéng cua T.

b) Hoi T c6 chéo hoa duoc khong? Néu duoc tim co sé dé ma tran ciia T trong co s& d6

c6 dang chéo.
3. Cho toan tir tuyén tinh o :R*> — R?x4c dinh boi o(x;,x,) =(2x, +x,,x, +2x,).
a) Tim cac gia tri riéng va vector riéng cua o.

b) Ching t6 ring o chéo héa duge. Hiy tim mot co s S dé ma trin cua o theo S theo

ma tran duong chéo

Pinh 1y 1.13. Cho o 1a mot toan tir tuyén tinh trén khong gian vector hitu han chiéu V.
Goi A,A,.., A 1a tit ca céc tri riéng khac nhau cua T va E(A4)1a khong gian riéng tng
Vi gié tri riéng Ava n, =dimE(1). Khi d6 cac diéu sau day tuong duong:

1) T chéo hoéa duogc;

12



1) Da thire déac trung cua T cé dang £, (1) =@ —A4)" (¢ —A,)"..(t = A)™"

1) n, +n,+..+n, =diml .

Nhan xét:

Gia st A1a mot gid tri riéng cua T, dimE(A)=k va da thuc dic trung cia T c¢6 dang

SO =-A)"g(x),véi g(1)#0, néu m > k thi T khong chéo héa duoc.

13



3. MA TRAN CHUAN JORDAN VA UNG DUNG

3.1. Dinh nghia:

Mot ma tran J e M, (K) goi la ma trn chuén tic Jordan néu nd c6 dang:

A & 0 0 0
0 4, & 0 o0
0 0 0 o0
.
0 0 0 A, €
10 0 0 -
Trong do:
ﬂjeK,Vj:I,n

£ €{0,1},Vj=1,n—-1
Vje{l,..,n-1} néu g, =1thi 1, =1,
Vi du:

- Céc ma tran chéo (ndi riéng: ma tran khong, ma tran don vi) déu la cac ma tran chuan

tac Jordan.
-1 1. 000 0 0 O]
0O -1 000 0 0 O
0O 0 01 0 O o0 O
O 0 00 0 O o0 O .
- Matran 4= la mdt ma tran chuan tac Jordan.
O 0 00 2 0 0 O
0O 0 0 0 0 -3 1 0
O 0 0 0 0 0 3 1
0 0 000 0 0 -3

14



SRR -
0 A

3.2. Pinh nghia: Ma tran Jordan dang dac biét J, =| : : : | duogc goi 1a

0 .. 4 1

0 .. 0 4|

mot khéi Jordan thudc giatri 4, .

Nhén xét: Mdi ma tran Jordan J gdm nhéu khoi Jordan tao nén:

, trong d6 J,,J,,...,J, 1a cac khdi Jordan.
Jk

Trong vi dy trén thi ma trdn A gém cac khéi Jordan sau:

3 1 0

-1 1 0 1
o I A D R i RV U
0 0 -3

Ta cén tim diéu kién dé mot ma tran A déng dang v&1 mot ma tran Jordan. Co hai cach
tim dang chuan tic cua mot khodi Jordan, dua vao khai nhiém da thuc tdi tiéu hodc dua
vao khai niém A —ma tran. Ta can cac khai niém sau day.

3.3. Pinh nghia: Ta goi A - ma trin vudng cip n trén truong K 1a ma tran co dang.

a,(A) a,(A) .. a,d)
a,(A) ay(d) ... a, (1)

A(L) = , trong d6 a; € K[1],Vi,j=1,...,n.
a, () a,(A) .. a, (A)

Mot A—ma trdn A(A) goi la c6 dang chinh tic néu nod c6 dang sau:

e (1) 0 .. 0 0 |
0 eA) .. 0 0
AA)=| o : : | trong d6
0 .. e () O
I 0 .. 0 e(]

15



e;(1) € K[A] la nhing da thirc, c6 hé s0 cao nhat 1a 1 néu khéc da thic 0, V) =1,...,n
e;(1) chia hét cho e (A, V) = 2,0
Vi du:
2 - 1 0 2 1 3 -8
[/1 ;/12_:1;3 2j2 53}12 {0 2}”{3 0}{1 3 }
Ma tran don vi, ma tran khong 1a nhitng A —ma tran chinh tac

1 0 0 0 0
0 A-1 0 0 0
AA)=l0 0 (A-1) 0 0 | 1a mot A —ma tran chinh tic
0 0 0 (-1 0
0 0 0 0 0

Nhén xét:

- Néu A- ma tran vudng cip n A(1) co6 bac 16n nhat ddi véi cac a;(A)1a m thi ta c6 thé
viét A(1)duéi dang

A(A)=BA" +BA"" +..+B_A +B, Vv6i B,,B,..B, €M (K)

- Hai ma tran A, B thudc Mn(K) 13 ddng dang nhau khi va chi khi hai A—ma tran
A-AlI va B-Al la tuong duong.

3.4. Pinh nghia: Cho da thic f(1)=a A" +a A" +..+a, A+a, € K[A] va ma trin
A=[a,]e M, (K).

Khi d6 ma tran vudéng cip n, a,4" +a, A" +..+a, A+a I, dugc goila gia tri ciia da thic
f(A) tai ma tran A, ky hiéula f(4) hay f(4)=a,A" +a, A" +..+a, A+a,l,

Néu f(4)=0= [0],,, thi A dugc goi 1a nghiém cua da thic f(1).

3.5. Pinh ly: Moi A-ma tran déu c6 thé dua vé dang chinh tic mot cach duy nhét nho
mot sb hiru han cac phép bién doi so cap.

Chirng minh:

16



1) Su chinh tdc héa duworc.
Cho A—ma tran A(A).
Néu A(1)=0 thi n6 da c6 dang chinh tic. Gia sir ring A(1)#0 (suy ra moi A—ma trin
tuong duong véi A(1) déu khac 0).
Chtrng minh theo quy nap theo cip cta k cia A(1).
Khi k = 1 thi A(1)=[a,(1)] c6 dang chinh tic (néu cin thi nhan mot sb thich hop dé
a,,(A) c6 hé sd cao nhat 1a 1.
Gia sir ménh dé dung cho moi A—ma trin c6 cip k = n — 1 va xét truong hop A(L) cb
cap k = n. Khi d6, trong tit ca cdc A-ma tran tuong duong v4i A(1) co6 thé tim duoc
mot ma tran

b,(A) b,(A) .. b, (4)

b, (1) b,(1) .. b, (4 . .
ald) - 6n(4d) 2 (4) sao cho b,,(1)#0 va c6 bac nho nhat. Ngoai ra ta c6

B(A) =
by(4) b,(A) .. b, (1)

thé gia sir b, (A) # 0 va co hé s6 cao nhat bang 1.

Trong ma trin B(A) nay ta ching minh b, (4) chia hét moi phan tir ciing dong 1 va cing

cot 1. That vay, gid st 3k €{2,..,n} sao cho b, (1) khong chia hét cho b, (1).

Trong K[ 1] ta ¢o b, (A)=b,(D)q,(A)+r,(4) vl q,(A),r, (1) e K[1] va

degr, (1) <degh, (1) . Khi d6 bién d6i B(1) bang cich:

- Nhan cot 1 véi —g(4)10i cong vao cot k.

- Dbi chd cot 1 va cdt k cho nhau:

r(A)
Khi d6, A(1)~B(A)=| .. .. ..|.Matkhac do degr (1) <degh, (4)nén mau thuan

v6i cach chon B(A). Vay b, (1) chia hét moi phan tir cing dong 1. Ching minh twong tu

cho truong hop cot. Nho su chia hét ndy ta c6 thé bién doi.
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() 0O .. 0
0 ey o cy(A)

B(4) ~
0 c¢,(A) .. ¢, (A)
n(d) o 6,A)
Ma trdn C(1)=| .. .. .. | cocap n-1 nén theo gid thi€t quy nap c6 thé dua vé

(D) ¢, (4)

dang chinh tic. Do dé:

b(A) 0 .. 0
e,(A) .. 0

A(A) ~ B(A) =
0 0 .. e(d)

Ta can ching minh 5,,(1) chia hét e,(A) 1a du. That vay, gia st nguoc lai e, (1) khong
chia hét cho b,(1). Khi d6 khi chia e,(1) cho b,(1) ta dugc du (1) khac 0 va bac cao

nhit cta (1) nho hon bac cia b,(1). Do d6

b (A) 0 o
Ay~ By=| O PO 0 T an thudn véi cach
0 0 e (d)

chon B(1). Vay e,(1) chia hét b,(1). (DPCM).

Chitng minh tinh duy nhat:

Véi méi k =1, ..., n ky hiéu D, ,(A4) la u6c chung lon nhit c6 hé s6 cao nhét bang 1 cua
tat ca cac dinh thic con cap k cia A(4). Ta s& sir dung bo dé duoc phat biéu sau day.

B6 dé: Phép bién ddi so cip thuc hién trén 4(A4) khong 1am thay doi D, ,(4), vé1moik =
I, ..., n

Gia str A(1) dugc dua vé dang chinh tic:
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e() 0 .. 0
) - 0 () .. 0
0 0 .. e(d)

Do d6 A(2)~ E(A). Theo trén ta c6 D, (1) =D, ,(1),Vk=1,n.

Do do,
Dl,A (4)= Dl,E D) =¢(1)
DZ,A(/I) = DZ,E (1) =¢(A)e,(4)
D, (1) =D, ,(2) =& (Des(A)...e,(2)
Suy ra
e () =D ,(4)
D, ,(4)
“O 5.
D (1)
e, ()= —Di—l,A D
_ Dn,A (/1)
“O

Diéu nay thé hién tinh duy nhat ciia dang chinh tic ciia A(1). Céac da thic e (1) dugc goi
1a cac nhan tir bat bién ciia 1—ma tran A(A).

Vi du: Pua A—ma trin sau vé dang chinh tic bang cac phép bién ddi so cip

A0
A(ﬂ):{o /1+3}

Giai

Tacod
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A 0 dsdad A A+43
A(/’l): 12070
0 A+3 0 A+3
1 —+1
dy>—d (J+3)+d, 3
0 —=(4+3)

Nhén xét:

} e {3 A+3
1219

A+3 A+3

Trong dang chinh tac cia mdt A —ma tran néu co:

e, (1) =1thi chung phai ding ¢ vi tri dau cta cac duong chéo chinh.
e; (1) =0 thi chung phai ding ¢ cac vi tri cubi cua duong chéo chinh.

Mot cach téng quat, dang chinh tac cia mot A—ma tran 1a nhu sau:

1

Xét khdi Jordan

Khi d6 4 —ma tran

SHS

0 0
0 0
0 0
e(d) 0
0 0
0 0
0 0]
0 0
A, 1
0 4|

20

0

1 i+1
} dy—d,/3 3

A+3 A+3
1 i+1

3
0 A(A+3)



¢6 UCLN cua cac dinh thic con la

vi J, — Al ¢6 1 trong cac dinh thirc con cip m-1 13 dinh thic

ml

Mit khéc D, ,(4) chia hét D, (1) nén

Do d6 J, — Al dugc dwa vé dang chinh tic sau:

Vi du:

Tim ma tran Jordan J déng dang v&1 ma tran A sau:

A —A 0
0 A-4 0
0 0 A~ 1
0 0 0 A-1
D,, (A)=(A-4)"

D,, (=1

1 0 0 0
A—A 1 0 0
=1.
0 0 1 0

0 0 -4 1

D,.,,(A=D,,,(A)=..=D,(A)=1

0 0 0 |
0 0
0 0 1 0
0 0 0 (A-4)"
1 -1 1 =1
-3 3 -5 4
A=
8 -4 3 -4
15 =10 11 -11




Giai
Ta dua ma tran A— Al vé dang chinh tic

I 0 0 0

0O -1 O 0
A-Al =

0 0 A+1 0

0 0 0 (A+3)

Do d6 ma tran Jordan déng dang v6i A 1a ma tran J:

-1 1 0 O

0 -1 1 O
J =

0 0 -1 0

0 0 0 -1

Vi du: Viét ma tran Jordan ma ma tran déc trung c6 dang chinh tic 1a

1 0000 0 0 0
01 000 O 0 0
00100 0 0 0
S 00010 0 0 0
00001 0 0 0
00000 (A=) 0 0
00000 0 (A-DA+2) 0
00000 O 0 (A2 -1)(A+2) |
Ma tran cén tim la:

100 0 0 0 0 O]

0100 0 O O O

001 0 0O O O O

S 000 -1 0 0 0 O

000 0 -1 0 0 O

000 0 O -2 1 0

000 0 O O -2 0

000 0 0 0 0 -2

3.6. Pinh Iy: Cho 4 M (K)khi d6 A dong dang véi ma tran Jordan khi va chi khi da

thirc dic trung cua A phan tich dwoc thanh tich cua n da thie bac nhét trén truong K
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(diéu nay tuwong duong véi da thirc dic trung ctia A c6 n nghiém, khong nhat thiét phan
biét, thude K).

Chirng minh:

Da thuc dic trung ctia A la: | A—- A |

Diéu kién du:

Gia sit |A-A = (A=) (A=2)" (A=A)" V6i A, Ay €K VA k +ky+..+k =n.
Khi do6 trong A—ma tran 4—-A47co

D, (M) =(A=2)"(A=4)"...(A-4)"
D, , AD=(A-)"(A-1)"..(A=A)" ,m <k, Vi= 1,_5

3 — Dn,A (ﬂ“) _ Dn—l,A (/1) _
bat e, (1) =—""——,¢, (L) =——"—,...¢(1) =D, ,(A)
anl,A(ﬂ’) Dn72,A (ﬂ’)
e(d) 0 .. 0
A) .. 0
Thi ma trdn 4- Al tuong duong v6i B = ()
0 0 .. e(d)

Goi J 1a ma tran Jordan ma dang chinh tac cuaJ — A7 1a B thi A dé)ng dang voi J.

Piéu kién can:

Gia st A déng dang v61 mot ma tran Jordan J. Khi d6 J—-A/va A—Alla hai A—ma tran
tuong duong nén c6 cuing dang chinh tic, do do: D, (A)=D, (1)

Vi D, ,(4) phéan tich dugc thanh tich cac da thirc bac nhit nén D, ,(2)phan tich dugc. (Da
chirng minh xong).

3.7. Bo dé: Gia st phép bién d6i tuyén tinh T ctia khong gian vector V trén truong K ¢
ma tran cia T ddi voi co s6 e,e,,...,e, 1a mot ma tran khdi Jordan J thudc gia tri 4. Khi
do

0 k>
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3.8. Pinh 1y: Cho T 14 phép bién dbi tuyén tinh ctia khéng gian vector n chiéu V trén K
ma ma tran cta T ddi véi co s& e,e,,...,e,1a mot ma tran khdi Jordan J thudc gia tri 4.
Khi d6

Cac khong gian con M, ={0},M, =(¢),M, =(e.e,),...M, =(e,e,,...,e,) 12 cac khong gian
con ctia V bit bién qua T. Hon thé, ddo lai moi khong gian con cta V bat bién qua T déu
c6 dang M..

3.9. Dinh nghia:

Pa thirc p(x) c6 hé s trong truong K dugc goi 1a linh héa toan tir tuyén tinh T néu

p(T) = 0. Néu p(x) 1a da thirc c6 bac thap nhat linh hoa T thi ta néi p 1a da thirc tdi tiéu
cua T.

3.10. Ménh dé: Néu da thuc g(x) linh héa toan tir tuyén tinh T thi g(x) chia hét cho da
thire tdi tiéu p(x) cua T.

3.11. Pinh 1y: Néu T 1a toan tir tuyén tinh trén khong gian vector V ¢6 sb chiéu hiru han
thi da thic dic trung va da thirc tdi tiéu cua T ¢ cung nghiém. Noi cach khac, nghiém
ctia da thirc t6i tiéu 1a céc tri riéng cua T.

3.12. Pinh 1y: Cho toan tir tuyén tinh T trén khong gian vector V hitu han chiéu. Gia st
A 2,0, A, 12 tht ca cAc tri riéng khac nhau ctia T va p(x) 1a da thic t6i tiéu cta T. Khi do,
néu T chéo héa dugc thi p(xX)=(x=A)x=4)..(x=4).

3.13. Pinh ly (Halmilton — Cayley): Cho T la mét toan tir tuyén tinh trong khong gian
vector hiru han chiéu V va f 1a mét da thirc dic trung ctia T. Khi d6 f(T) = 0. Suy ra, da
thire t6i tiéu 1a udc cua da thirc dic trung.

3.14. Dinh nghia:

Cho V 1a mot khong gian vector trén truong s6 phire C, T 1a mot toan tir tuyén tinh trén
V, a1a mot sé phtrc va v 1a mot vector khac 0 thude vao V.

Ta néi v 1a T-tuan hoan néu toén tai s6 nguyén »>1sao cho 7"'v=0.
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S6 nguyén duong nho nhit r co tinh chat d6 dugc goi 1a chu ky cia v d6i véi T. Luc do,
T*v#0, v6i moi s nguyén k théa 0<k <r.

Khoéng gian vector V c6 s6 chiéu hiru han dugc goi la tuan hoan (hay T- tuan hoan) néu
t6n tai mot sd phitc @ va mot vector veV sao cho v 1a (T —ald)—tudn hoan c6 chu ky r
=dimV.

Nhan xét:

Tap hop {(T—ald)'v,...(T —ald)v,v} (*)1a mot co sé cua V.

Ma tran bi€u dién cua T d6i v6i co so nay cé dang:

a 1 0 .. 0 O
0 ... 00
0 0 a .. 00

0 0 0 ... a1
0 0 0 .. 0 «a

Ma trén ndy chtta o trén dudng chéo chinh, s6 1 & phia trén dudng chéo va 0 tai nhimg vi
tri con lai. Ma tran dang nay duoc goi la mét khéi Jordan, ky hi¢u la J(a).

Khi dé, ala tri riéng, ¢ vector riéng 1a (T —ald)'v. Co s& (*) duoc goi 1a co s& Jordan
cuaT.

3.15. Pinh nghia: Cho céc ma trdn vuong 4,4,,...,4,¢co cép tuong ung la n,,n,,...,n, .
Khi d6, ta goi tong truc tiép cia k ma trin ndy 1a mot ma trin vudng cip

n=n,+n,+..+n, co6dang

4 0 0
0 4, 0
A=
0 A

Ma tran A c6 tinh chat cac ma trdn 4, 4,,..., 4, nam trén dudng chéo chinh, cac vi tri con

lai cia A déu bang 0.
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Nhan xét:

Gia sir V 1a tong tryc tiép ciia nhitng khong gian con T- bét bién V=V, ®V,®...0V,,
trong d6 mdi ¥, déu tuan hoan. Néu ta chon co s¢ Jordan cho mdi ¥/ thi diy ciia nhiing co
sO nay s€ tao nén co sé cua V, cling dugc goi la co sé Jordan ciia T. Ma tran J biéu dién T
d6i véi co sé Jordan nay sé 1a tong thyc tiép ciia m khéi Jordan. Néu V/1a (T —a,Id)—tuan

hoan,1=1, 2, ..., m thi

, trong d6 J,,J,,...,J, 1a cac khdi Jordan.
Jk
Ma trin ndy duogc goi 1a dang chinh tic Jordan cua T.
Nhan xét:
Vé6i moi toan tir tuyén tinh T trén khong khong gian vector V hiru han chiéu ta déu tim
duge mot co sé nao d6 cua V dé ma tran biéu dién T ddi véi co sé B ¢o dang Jordan.
Moi ma tran vuéng A déu déng dang v6i mot ma tran dang chinh tac Jordan cua A.
3.16. Pinh ly: Toan tir tuyén tinh T trén khong gian hitu han chiéu V chéo héa dugc khi
va chi khi da thirc ti tiéu cua T ¢ dang
Px)=(x=-A)(x=A4)...x=A4) VSl A,4,,.., 4, 1a cac gia tri riéng phéan biét cua T.
3.17. Pinh ly: Gia st toan tir tuyén tinh T ¢6 cac gia tri riéng phan biét A, 4,,...,4 . Khi
d6, da thuc tdi tiéu cua T ¢6 dang P.(x) = (x—4)" .(x—A,)™...(x— A )" khi va chi khi trong
dang chinh tac Jordan cua T, cac khdi Jordan J (4)tmg voi tri rieng A cd bac cao nhét 1a

m.

Vi du: Cho toan tir tuyén tinh T trén V ¢6 ma tran biéu dién dbi v6i mot co s (duoc sip)

B naodoécuaVla
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-1 1 1 0
(7, = 0 -1 0 1
-1 2 1 -1
0 -1 0 1

Xac dinh ma tran Jordan J d@)ng dang v&éi ma trén [7,]?

Giai. X¢ét da thuc dac trung cua T 1a:

-2 1 10
0 -1-2 0 1 3
0=y o T
0 -1 0 1-2

Da thirc tdi tiéu la pr(x)=x", T c6 mot gia tri riéng bang 0. Do da thirc tdi tiéu c6 bac 2
nén c6 tdi da 2 khdi Jordan mdi khéi co bac 2.

Khi d6 dang Jordan ctuia T Ia

S O o O
S o o =
S O o O
S = O O
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4. KET LUAN

Béo cdo nay c6 muc dich tim hiéu va trinh bay cidc khai niém co ban vé anh
xa tuyén tinh, ma trdn cta anh xa tuyén tinh va dang chuan tac Jordan cua
ma trdn cua anh xa tuyén tinh. Pong thoi ta 1lién h¢ cdc ung dung cua

dang chuan tac Jordan trong cac bai toan cu thé ctua Pai so tuyén tinh dya

trén cac két qua da co.

Hy vong ndi dung cua bédo cdo sé& gitip cac thay, c6 gido cung voi cac ban sinh vién
dang giang day va hoc tap co6 thém nguon tai liéu hiru ich, bd sung thém phuong phap dé
tiép can van d¢, nham nang cao chat luong bai giang, giup cac em sinh vién hi€u sau sac

duoc van dé hudng t6i dat thanh tich cao trong céac ki thi.
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