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LỜI MỞ ĐẦU

       Những năm gần đây, đội tuyển Olympic của trường Đại học Mỏ - địa chất đã đạt được nhiều giải thưởng cao trong kì thi Olympic Đại số tuyến tính Sinh viên toàn quốc. Bên cạnh nội dung chính là bài giảng Đại số tuyến tính được giảng dạy trên lớp, các chuyên đề nâng cao, mở rộng cho sinh viên là điều rất cần thiết. Song, các tài liệu mang tính chất chuyên đề vẫn còn rất ít, hoặc nói rất mờ nhạt. Đặc biệt là các chuyên đề về hình học. Vì vậy trong báo cáo học thuật này, tôi đã chọn đề tài là “Ứng dụng của nguyên lí Dirichlet trong việc giải toán”. Hi vọng nó có thể trở thành một tài liệu tham khảo cho sinh viên và các giáo viên yêu thích và quan tâm vấn đề này.
     Nguyên lí Dirichlet là nguyên lí có nội dung khá đơn giản, song nó lại là một công cụ rất hiệu quả dùng để chứng minh nhiều kết quả sâu sắc của toán học. Nó đặc biệt có nhiều ứng dụng trong lĩnh vực lại có thể áp dụng rộng rãi trong việc chứng mình các bài toán tổ hợp, số học, đại số… 
       Nguyên lí này trong nhiều trường hợp người ta dễ dàng chứng minh được sự tồn tại mà không đưa ra được phương pháp tìm vật cụ thể, nhưng trong thực tế nhiều bài toán ta chỉ cần chỉ ra sự tồn tại là đủ rồi.
    
 






CHƯƠNG 1 – NỘI DUNG NGUYÊN LÝ DIRICHLET

      	Nguyên lí Dirichlet - còn gọi là nguyên lí chim bồ câu (The Pigeonhole Principle)-hoặc nguyên ý những cái lồng nhốt thỏ hoặc nguyên lí sắp xếp đồ vật vào ngăn kéo (The Drawer Principle) - đưa ra một nguyên tắc về phân chia phần tử các lớp.
    	Nguyên lí này được Dirichlet phát biểu đầu tiên năm 1834.
    	Nguyên lý Dirichlet là một công cụ rất hiệu quả dùng để chứng minh nhiều kết quả sâu sắc của toán học. Nó đặc biệt có nhiều áp dụng trong lĩnh vực khác nhau của toán học. Nguyên lý này trong nhiều trường hợp người ta dễ dàng chứng minh được sự tồn tại mà không đưa ra được phương pháp tìm được vật cụ thể, nhưng trong thực tế nhiều bài toán ta chỉ cần chỉ ra sự tồn tại là đủ rồi.
     	Nội dung của nguyên lí này hết sức đơn giản và dễ hiểu nhưng lại có tác dụng rất lớn, có nhiều hiệu quả bất ngờ trong giải toán. Sử dụng nó, chúng ta có thể chứng minh được nhiều kết quả sâu sắc của Toán học. Đôi khi có những bài toán người ta đã dùng rất nhiều phương pháp khác nhau để giải mà vẫn chưa đi đến được kết quả, nhưng nhờ nguyên lí Dirichlet mà bài toán trở nên dễ dàng giải quyết.
1. Nguyên lý Dirichlet cơ bản:
   	Nếu nhốt n + 1 con thỏ vào n cái chuồng thì bao giờ cũng có một chuồng chứa ít nhất hai con thỏ.
2. Nguyên lý Dirichlet tổng quát:
Mệnh đề: Nếu có N đồ vật được đặt vào trong k hộp thì sẽ tồn tại một hộp chứa ít nhất   đồ vật.
Chứng minh: 
Giả sử mọi hộp đều chứa ít hơn   vật. Khi đó tổng số đồ vật là:
.
Điều này mâu thuẩn với giả thiết là có N đồ vật cần xếp.
3. Nguyên lí Dirichlet đối ngẫu. 
Cho tập hữu hạn S ≠ ∅ và S1, S2,  …, Sn là các tập con của S sao cho 
| S1 | + | S2  | + … + | Sn  | > k. | S |.
Khi đó, tồn tại một phần tử  x   S sao cho x là phần tử chung của k+ 1 tập Si  ( i = 1, 2, … n).
4. Nguyên lí Dirichlet mở rộng. 
      	Nếu nhốt n con thỏ vào m ≥ 2 cái chuồng thì tồn tại một chuồng có ít nhất     con thỏ, ở đây kí hiệu [α] để chỉ phần nguyên của số α.
Ta chứng minh nguyên lí Dirichlet mở rộng như sau: 
Giả sử trái lại mọi chuồngthỏ không có đến

con, thì số thỏ trong mỗi chuồng đều nhỏ hơn hoặc bằng   con.
Từ đó suy ra tổng số con thỏ không vượt quá    con
Điều này vô lí vì có n con thỏ. Vậy giả thiết phản chứng là sai.
Nguyên lí Dirichlet mở rộng được chứng minh.

Nguyên lí Dirichlet tưởng chừng đơn giản như vậy, nhưng nó là một công cụ rất hiệu quả dùng để chứng minh nhiều kết quả sâu sắc của toán học. Nó đặc biệt có nhiều áp dụng trong lĩnh vực khác nhau của toán học. Nguyên lí này trong nhiều trường hợp người ta dễ dàng chứng minh được sự tồn tại mà không đưa ra được phương pháp tìm được vật cụ thể, nhưng trong thực tế nhiều bài toán ta chỉ cần chỉ ra sự tồn tại là đủ rồi.Nguyên lí Dirichlet thực chất là một định lí về tập hữu hạn. Người ta có thể phát biểu chính xác nguyên lí này dưới dạng sau đây.
5. Nguyên lí Dirichlet dạng tập hợp.
Cho A và B  là hai tập hợp khác rỗng có số phần tử hữu hạn, mà số lượng phầntử của A lớn hơn số lượng phần tử của B. Nếu với một quy tắc nào đó, mỗi phầntử của A cho tương ứng với một phần tử của B, thì tồn tại ít nhất hai phần tử khác nhau của A mà chúng tương ứng với một phần tử của B.
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CHƯƠNG 2. PHƯƠNG PHÁP ỨNG DỤNG
   Nguyên lí dirichlet tưởng chừng như đơn giản như vậy, nhưng nó là một công cụ hết sức có hiệu quả dùng để chứng minh nhiều kết quả hết sức sâu sắc của toán học. 
     Để sử dụng nguyên lý Dirichlet ta phải làm xuất hiện tình huống nhốt “thỏ” vào “chuồng” và thoả mãn các điều kiện :
	+ Số ‘thỏ” phải hiều hơn số chuồng 
    	+ “Thỏ” phải được nhốt hết vào các “chuồng”, nhưng không bắt buộc chuồng nào cũng phải có thỏ. 
Thường phương pháp Dirichlet được áp dụng kèm theo phương pháp phản chứng. Ngoài ra nó còn có thể áp dụng với các phép biến hình.
















CHƯƠNG 3. VÍ DỤ MINH HỌA
Bài toán1: 
       	Trong hình vuông cạnh bằng 1, đặt 51 điểm bất kì, phân biệt. Chứng minh rằng có ít nhất 3 trong số 51 điểm đó nằm trong một hình tròn bán kính  .
Giải: 
     	Chia hình vuông đã cho thành 25 hình vuông con bằng nhau có cạnh bằng  .Theo nguyên lý Dirichlet, tồn tại ít nhất một hình vuông con a chứa ít nhất ba điểm trong số 51 điểm đó. Đường tròn ngoại tiếp (a) có bán kính .
    	 Vậy ba điểm nói trên nằm trong hình tròn đồng tâm với đường tròn (a) có bán kính  .
Tổng quát hóa bài toán: 
  	Dựa vào bài giải bài toán trên ta có thể tổng quát hóa bài toán trên với   là kích thước của cạnh hình vuông, m là số điểm đặt bất kì, phân biệt. Chứng minh rằng có ít nhất n trong số m điểm đó nằm trong một hình trong bán kính  . ( trong đó kí hiệu [a] là phần nguyên của a).
Cách giải: 
  	Chia hình vuông đã cho thành   hình vuông con bằng nhau có cạnh bằng   . Theo nguyên lí Dirichlet , tồn tại ít nhất một hình vuông con có chứa ít nhất n điểm trong số m điểm đó. 
  	Đường tròn ngoại tiếp (c) có bán kính  .
  Vậy n điểm trên nằm trong hình tròn đồng tâm với đường tròn (c) có bán kính  .
Bài toán 2:
     	Cho tập hợp gồm 9 điểm khác nhau có các tọa độ nguyên trong không gian. Chứng minh rằng trung điểm của đường nối ít nhất một trong các cặp điểm này có tọa độ nguyên.
Giải:
  	Gọi tọa độ hai điểm bất kì trong không gian là A (a, b, c) và B (d, e, f)
Vậy trung điểm của đoạn AB là   
Các tọa độ của điểm O nguyên nếu và chỉ nếu a và d; b và e; c và f cùng chẵn
 hoặc cùng lẻ.
Vì có = 8 bộ ba chẵn lẻ khác nhau (( c, c, c ); (l, l, l ); ( c, c, l ); ( c, l, l ); (c, l, c ); ( l, c, c ); ( l, c, l ); ( l, l, c )) nên theo nguyên lí Dirichlet có ít nhất 2 trong 9 điểm có cùng bộ ba chẵn lẻ như nhau.
Vậy có ít nhất một cặp điểm mà điểm chính giữa của chúng có tọa độ nguyên.
Tổng quát hóa bài toán: 
  	Cho tập hợp gồm m điểm khác nhau có các tọa độ nguyên trong không gian. Chứng minh rằng trung điểm của đường nối ít nhất   trong các cặp điểm này có tọa độ nguyên.
Cách giải: 
 	Gọi tọa độ hai điểm bất kì trong không gian là A (a, b, c) và B (d, e, f)
Vậy trung điểm của đoạn AB là:  .
Các tọa độ của điểm O nguyên nếu và chỉ nếu a và d; b và e; c và f cùng chẵn
 hoặc cùng lẻ.
Vì có  = 8 bộ ba chẵn lẻ khác nhau (( c, c, c ); (l, l, l ); ( c, c, l ); ( c, l, l ); (c, l, c ); ( l, c, c ); ( l, c, l ); ( l, l, c )) nên theo nguyên lí Dirichlet có ít nhất   trong m điểm có cùng bộ ba chẵn lẻ như nhau.
Vậy có ít nhất   cặp điểm mà điểm chính giữa của chúng có tọa độ nguyên.
 
Bài toán 3: 
     	Trong một hình vuông có cạnh là 1 chứa một số đường tròn. Tổng tất cả chu vi của chúng là 10. Chứng minh rằng tồn tại một đường thẳng cắt ít nhất 4 đường tròn trong những đường tròn đó? 
Giải. 
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   	 Ta chọn một cạnh hình vuông rồi chiếu vuông góc các đường tròn xuống cạnh đó. Ta có, hình chiếu của một đường tròn bán kính R xuống AB là một đoạn thẳng có độ dài 2R. Vì vậy trên cạnh hình vuông đã chọn có những đoạn thẳng chiếu xuống với tổng độ dài là  . Mà > 3. Nên theo nguyên lý Dirichlet đối ngẫu  suy ra có một điểm M nào đó thuộc AB là điểm trong chung của ít nhất 4 đoạn thẳng đã chiếu xuống. Khi đó, đường thẳng đi qua M vuông góc với AB cắt ít nhất 4 trong những đường tròn đó. 
 Tổng quát bài toán:
    	 Cho hình vuông có cạnh 1 chứa một số đường tròn. Tổng độ dài của các đường tròn là 10. Chứng minh rằng tồn tại một đường thẳng mà nó cắt ít nhất bốn trong những đường tròn này (giả sử số đường tròn đã cho lớn hơn hoặc bằng 4).
Giải: 
Chọn một cạnh hình vuông chẳng hạn là AB rồi chiếu vuông góc các đường tròn xuống cạnh nào đó. Dễ thấy rằng hình chiếu của một đường tròn bán kính R sẽ là một đoạn thẳng có độ dài 2R. Gọi   là chu vi của n đường tròn đã cho. Khi đó theo giả thiết, thì:                     

Mặt khác, đường tròn với chu vi   sẽ có bán kính:           
Vậy hình chiếu của hình tròn với chu vi   sẽ là đoạn thẳng với độ dài là:   
Tổng độ dài hình chiếu của n đường tròn trên cạnh đã cho là: 

       Mà   > 3. Nên theo nguyên lý Dirichlet đối ngẫu suy ra có một điểm M nào đó thuộc AB là điểm trong chung của ít nhất 4 đoạn thẳng đã chiếu xuống. Khi đó, đường thẳng đi qua M vuông góc với AB cắt ít nhất 4 trong những đường tròn đó. Đpcm.

Bài toán 4:
     	Cho một hình vuông và 13 đường thẳng, mỗi đường thẳng đều chia hình vuông thành hai tứ giác có tỉ số diện tích 2 : 3.Chứng minh rằng trong số 13 đường thẳng đã cho, có ít nhất 4 đường thẳng cùng đi qua một điểm.
Giải:

[image: ]
        Gọi d là đường thẳng chia hình vuông ABCD thành hai tứ giác có tỉ số diện tích là 2 : 3.   
Đường thẳng d không thể cắt hai cạnh kề nhau của hình vuông
       Giả sử d cắt hai cạnh AB và CD tại M và N, khi đó nó cắt đường trung bình EF tại I      Giả sử               thì  
       Như vậy mỗi đường thẳng đã cho chia các đường trung bình của hình vuông theo tỉ số 2 : 3
      Có 4 điểm chia các đường trung bình của hình vuông ABCD theo tỉ số 2 : 3
      Có 13 đường thẳng, mỗi đường thẳng đi qua một trong 4 điểm
Vậy theo nguyên lý Dirichlet có ít nhất 4 đường thẳng cùng đi qua 1 điểm.

Bài toán 5.  
      	Chứng minh rằng một đường thẳng chỉ có thể nhiều lắm hai cạnh của một tam giác ở phần trong của các cạnh này.
Giải: 
Một đường thẳng d bất kì luôn chia mặt phẳng ra làm hai miền, cho nên theo nguyên tắc Dirichlet, tồn tại một miền chứa ít nhất hai đỉnh, không mất tổng quát ta giả sử đó là hai đỉnh A và B. Khi đó cạnh AB nằm hoàn toàn trong nửa mặt phẳng này và không thể cắt d được.

Bài toán 6. 
    	  Trong một cái bát hình vuông cạnh 18 cm có 128 hạt vừng. Chứng minh rằng tồn tại hia hạt vừng có khoảng cách tới nhau nhỏ hơn 2 cm.
 Giải: 
Lấy mỗi hạt vừng làm tâm dựng hình tròn bán kính 1 cm . Các hình tròn này nằm hoàn toàn trong hình vuông có cạnh 20cm thu được từ hình vuông đã cho bằng cách tịnh tiến bốn cạnh của nó một khoảng 1cm ra phía ngoài. 
Tổng diện tích của các hình tròn bán kính 1cm này là 128  > 402,112 > 400. Do đó tổng diện tích các hình tròn này lớn hơn diện tích hình vuông cạnh 20 cm.

Bài toán 7: 
 	Trong hình chữ nhật 3x4 đặt 6 điểm. Chứng minh rằng trong số đó luôn tìm được hai điểm có khoảng cách giữa chúng không lớn hơn .
Giải:
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    Chia hình chữ nhật đã cho thành năm hình ABCD, DCKEF, KFNM, NFEQR, QEDAS. 
Vì có 6 điểm nên theo nguyên lí Dirichlet tồn tại một trong năm hình trên, mà hình này chứa ít nhất hai trong 6 điểm đã cho.
    Ta đưa vào khái niệm sau: 
Giả sử P là một hình . 
    Đặt d(P)= , và đại lượng d(P) gọi là đường kính của hình P. Dễ thấy cả năm hình trên đều có đường kính bằng  .
  ( Thí dụ: d(ABCD) = AC =  , d(DCKFE) = CE = KE = CF =DK =  ) 
Từ đó suy ra luôn tìm được 2 điểm trong số 6 điểm đã cho có khoảng cách không lớn hơn  . Đó là điều phải chứng minh.
 Từ đó ta có các bài toán tương tự như sau: 

Bài toán 7.1:   
      Bên trong tam giác đều ABC cạnh 1 đặt 5 điểm.Chứng minh rằng tồn tại 2 điểm có khoảng cách nhỏ hơn 0,5
Giải:
[image: ]
Các đường trung bình của tam giác đều cạnh 1 sẽ chia nó ra làm 4 tam giác đều 
cạnh 0,5.
Do đó trong một tam giác nhỏ đó có ít nhất 2 điểm đã cho, và các điểm đó không thể rơi vào các đỉnh của tam giác ABC.Vậy khoảng cách giữa hai điểm đó nhỏ hơn 0,5.

Bài toán 7.2
Trong hình tròn đường kính bằng  5 có 10 điểm. Chứng minh rằng tồn tại ít nhất hai điểm mà khoảng cách giữa chúng bé hơn hoặc bằng 2.
Giải: 
Thật vậy, trong đường tròn tâm O đường kính 5 , vẽ đường tròn đồng tâm và đường kính 2. Chia hình tròn đã cho thành 9 phần  ( xem hình 7.2) đường tròn đường kính 2 và 8 phần bằng nhau II, III, …, IX mà mỗi phần là   hình vành khăn. Rõ ràng I có đường kình bằng 2.
[image: ]
Xét chẳng hạn hình III ABCD ( có là 1/8 hình vành khăn). Ta hãy tính đường kính của nó. Có thể thấy ngay đường kính của III là d = AD = BC.
[image: ]
Vì  , nên 
 
     =  
    = 
Tù đó suy ra   ( do  =1,4142…) . Suy ra d<2.
 Theo nguyên lí Dirichlet tồn tại ít nhất  hai điểm rơi vào một trong các miền  I, II, III, … ,IX có đường kính bằng 2, còn các miền II, …, IX có đường kính bằng nhau và bằng d (d>2), từ đó suy ra tồn tại hai trong số 10 điểm đã cho mà khoảng cách giữa chúng nhỏ hơn hoặc bằng 2. Đó là đpcm.
 
Bài toán 8:
Trên mặt phẳng cho 25 điểm. Biết rằng trong ba điểm bất kì trong số đó luôn luôn tồn tại hia điểm cách nhau nhỏ hơn 1. Chứng minh rằng tồn tại hình tròn bán kính 1 chứa không ít hơn 13 điểm đã cho.
Giải:
Lấy A là một trong số 25 điểm đã cho. Xét hình tròn   tâm A bán kính 1. Chỉ có hai khả năng sau có thể xảy ra: 
1)	Nếu tất cả các điểm đã cho nằm trong    thì kết luận của bài toán hiển nhiên đúng.
2)	Tồn tại điểm B A ( B thuộc trong số 25 điểm đã cho), sao cho B   , vì B   , nên AB>1.
Xét hình tròn   tâm B, bán kính 1. Lấy C là điểm bất kì trong số 25 điểm đã cho sao cho  . Theo giả thiết( và dựa vào AB>1), ta có Min{CA, CB}<1.
Vì thế C  , hoặc C  .
 Điều này chứng tỏ rằng các hình tròn   ,    chứa tất cả 25 điểm đã cho. Vì thế theo nguyên lí Dirichlet, ít nhất 1 trong hai hình tròn trên chứa 13 điểm đã cho. Đó là đpcm.
Tổng quát bài tóan: 
Cho 2n+1 điểm trên mặt phẳng ( với n ) . Biết rằng trong ba điểm bất kì trong số đó luôn luôn tồn tại hai điểm cách nhau nhỏ hơn 1. Khi đó tồn tại hình tròn bán kính 1 chứa không ít hơn n+1 điểm đã cho. 

Bài toán 9: 
Tìm hình vuông có kích thước bé nhất, để trong hình vuông đó có thể sắp xếp năm hình tròn bán kính 1, sao cho không có hai hình tròn nào trong chúng có điểm chung.
Giải: 
Giả sử hình vuông ABCD có tâm O và cạnh a, chứa năm hình tròn không cắt nhau và đều có bán kính bằng 1. Vì cả năm hình tròn này đểu nằm trọn trong hình vuông, nên các tâm của chúng nằm trong hình vuông A’B’C’D’ có tâm O và cạnh a-2, ở đây A’B’//AB.
 Các đường thẳng nối các trung điểm cùa các cạnh đối diện của hình vuông A’B’C’D’ chưa A’B’C’D’ thành 4 hình vuông nhỏ. Theo nguyên lí Dirichlet tồn tại một trong 4 hình vuông nhỏ mà trong hình vuông này chứa ít nhất hai trong số 5 tâm hình tròn nói trên ( không mất tính tổng quát ta giả sử là O’ và O”).                              
Để ý rằng vì không có hai hình tròn nào ( trong số năm hình tròn) cắt nhau, nên O’O”  2.   (1)
 Mặt khác do O’, O” cùng nằm trong một hình vuông nhỏ (cạnh của hình vuông nhỏ đó bằng) nên ta lại có O’O” .    (2)
 Từ (1) và (2) suy ra:    (3)                                                       
 [image: ]
Vậy mọi hình vuông cạnh a thỏa mãn yêu cầu đề bài, ta đều có (3).
Bây giờ xét hình vuông ABCD có a= . Xét năm hình tròn có tâm là O, A’, B’, C’, D’, thì mọi yêu cầu của đề bài thỏa mãn. Tóm lại, hình vuông có kích thước bé nhất cần tìm là hình vuông với cạnh  .

Bài toán 10:
     	Chứng minh rằng trong một hình tròn bán kính 1, không thể chọn được quá 5 điểm mà khoảng cách giữa hai điểm tùy ý trong chúng đều lớn hơn 1.
Giải:
 	      Chia hình tròn thành 6 hình quạt bằng nhau (tâm các hình quạt đều tại tâm O đã cho).
 Ta biết rằng khoảng cách giữa hai điểm bất kì trong một hình quạt nhỏ hơn hoặc bằng 1, vì thế từ giả thiết suy ra tại mỗi hình quạt có không quá 1 điểm rơi vào. Giả thiết phản chứng chọn được quá năm điểm thỏa mãn yêu cầu đề bài. Vì lí do trên nên số điểm không thể quá 7(vì nếu số điểm chọn được mà lớn hơn hoặc bằng 7 thì theo nguyên lí Dirichlet có ít nhất hai điểm được chọn nằm trong một cung hình quạt. mà điều này mâu thuẫn với nhận xét trên.). 

[image: ]
      Vậy từ giả thiết phản chứng suy ra tồn tại sáu điểm   và mỗi điểm nằm trong một hình quạt sao cho khoảng cách giữa hai điểm tùy ý trong chúng đều lớn hơn 1. 
Do  .
Khi đó suy ra:   (ở đây đặt  ).
 Xét tam giác  (với  , ) và   khi đó :    .
Vì   nên từ đó suy ra: 
.
Từ đó thao mối liên hệ giữa cạnh và góc trong tam giác  , thì  
.
Điều này mâu thuẫn với  >1 (vì hệ 6 điếm   thỏa mãn yêu cầu đề bài). Từ đó ta thấy giả thiết phản chứng là sai. Điều đó có nghĩa là không thể chọn quá 5 điểm thỏa mãn yêu cầu để bài. Đpcm.

KẾT LUẬN
	Bản báo cáo đã đưa ra được nội dung nguyên lý Dirichlet nổi tiếng cùng nhiều ví dụ minh họa hay và đặc sắc, phù hợp với nội dung ôn luyện Đại số tuyến tính, phục vụ kì thi Olympic sinh viên Toàn quốc. Bản báo cáo là một tài liệu hữu ích cho sinh viên cũng như cho các thầy cô tham gia giảng dạy môn học này. 
Bản báo cáo có thể thêm nhiều ví dụ và bài tập minh họa hơn nữa, để sinh viện vận dụng thành thạo hơn.

TÀI LIỆU THAM KHẢO
1. ENGLISH FOR MATHEMMATICS – Trần Vui – Lương Hà NXB.Giáo dục. Chapter 3 The pigeonhole Principle and Ramsey Numbers
2. Tuyển tập đề thi Olympic – Nguyễn Hữu Điển
3. The life and Work of Gustav Lejeune Dirichlet (1805 – 859) - J rgen Elstrodt. 
4. Me’moire sur I’impossibilite’ de quelques esquations inde’termine’é du cinquie’me degre’ – Mr. Lejeune Drichlet, professeur en mathe’matiques.
5. Một số vấn đề phát triển hình học tổ hợp - Nguyễn Hữu Điển- NXB.Giáo dục.
6. Một số chuyên đề toán học và tuổi trẻ - NXB.Giáo dục.
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