[bookmark: _Hlk74817019]TÍNH TOÁN TẦN SỐ RIÊNG CỦA TRỤC 
ỨNG VỚI CÁC BẬC TỰ DO KHÁC NHAU

1. Đặt vấn đề
Với các máy làm việc trong điều kiện chịu dao động lớn, việc tính toán tần số dao động riêng cho các chi tiết máy là điều cần được tính đến. Chính vì vậy, báo cáo học thuật này đề cập đến việc tính toán tần số dao động riêng cho chi tiết máy dạng trục ứng với các mô hình khác nhau từ đó đánh giá tính hiệu quả giữa các mô hình.
2. Nội dung báo cáo 
2.1. Bậc tự do của hệ đàn hồi
 Bậc tự do là thông số hình học độc lập tối thiểu biểu thị vị trí của mọi khối lượng trên hệ. Số bậc tự do của hệ phụ thuộc sơ đồ tính được chọn cho công trình thực tế khi tính dao động công trình.       
Xét hệ không trọng lượng dao động như hình 1
        [image: ]Hình 1

Biết được y sẽ  biết được vị trí của  M ở bất kỳ thời điểm nào. Đây là hệ 1 bậc tự do

       [image: ]Hình 2

Ở hình 2 nếu biết cặp thông số y1, y2 sẽ biết được vị trí của các khối M1 và M2  và như vậy cũng là biết được vị trí của hệ. Hệ là 2 bậc tự do



Như vậy với 1 hệ có trọng lượng như trên hình 3
[image: ]Hình 3

Trường hợp này tương đương với hệ không trọng lượng trên đó gắn vô số khối m. Đây là hệ có bậc tự do bằng .
Thực tế khi xác định tần số dao động riêng của hệ là phải xác định với hệ có bậc tự do bằng . Điều đó tương đối phức tạp
2.2. Phương pháp thu gọn khối lượng

	Để đơn giản cho việc tính toán, người ta đưa ra phương pháp biến đổi từ bậc tự do  về hệ hữu hạn bậc tự do (hình 4).
	 [image: ]Hình 4


Trong đó  là hệ số thu gọn khối lượng có thể tra bảng
[image: ]Chẳng hạn

	Hình 5







Ta có bảng quan hệ giữa a1/a và  như sau:

	a1/a
	

	0,05
	9,273

	0,1
	2,863

	0,15
	1,499

	0,2
	1,012

	0,25
	0,774

	0,3
	0,641

	0,35
	0,564

	0,4
	0,518

	0,45
	0,493

	0,5
	0,486


Bảng 1. Quan hệ a1/a và 























2.3. Xác định tần số dao động riêng của hệ 1 bậc tự do
+) Xét khối M đặt trên dầm không trọng lượng
[image: ]Hình 6

Fc(t) = 

Fqt (t) = - M

Ta sẽ nghiên cứu dao động của khối lượng tập trung M đặt trên dầm không trọng lượng. Khi chịu lực khích thích thay đổi theo thời gian P(t) khối lượng M dao động quanh vị trí cân bằng ban đầu y = 0. Tại thời điểm t bất kỳ, vị trí của khối lượng M được xác định bằng phương trình y (t) biểu thị chuyển vị thẳng đứng của khối lượng M và của dầm theo thời gian t. Ta có bài toán dao động của hệ có bậc tự do bằng một. 
Chuyển vị y(t) được xem là dương khi có chiều hướng xuống dưới và phát sinh do tác dụng của các lực sau: 
 Lực kích thích P (t).
 Lực quán tính Fqt(t) tại khối lượng M phát sinh trong quá trình dao động. 
Theo định luật Newton 2: 
Fqt(t) = - M (t).
 Lực cản Fc(t) luôn có chiều ngược với chiều chuyển động. Có thể chia lực cản thành hai nhóm cơ bản sau: 
 Lực cản bên ngoài do tác động của môi trường (không khí, chất lỏng...), có ảnh hưởng đến chuyển dời của khối lượng và vận tốc của dao động.
  Lực cản bên trong, liên quan đến tính chất của vật liệu đến ma sát trong các liên kết tựa, trong các liên kết nối giữa các cấu kiện, trong bản thân kết cấu... 
Do tính đa dạng và phức tạp của các yếu tố gây cản cho nên cũng chưa có những nghiên cứu đầy đủ có xét tới tất cả các yếu tố gây cản. 
+)Theo mô hình của W.Voigt (1850 - 1919) xem lực cản tỷ lệ bậc nhất với  vận tốc của dao động: 
Fc(t) = . (t),  
Trong đó:  (t) - vận tốc dao động của khối lượng M; 
  - hệ số kể đến tính đàn nhớt của vật liệu, gọi là hệ số cản, có đơn vị là kN.s/cm.
Gọi: 11 - chuyển vị theo phương chuyển động tại tiết diện trên hệ tương ứng với điểm đặt khối lượng M, do lực P = 1 tác dụng tĩnh tại vị trí của khối lượng M gây ra 
1p - chuyển vị theo phương chuyển động tại tiết diện trên hệ tương ứng với điểm đặt khối lượng M, do lực P = 1 tác dụng tĩnh tại điểm của lực kích thích gây ra.
Chấp nhận các giả thiết: Hệ là đàn hồi tuyến tính, chuyển vị trong hệ rất nhỏ, theo nguyên lý cộng tác dụng ta có thể viết: 
y (t) = 1p.P(t) + 11[Fqt(t) - Fc(t)],
hay	 	y (t) = 1p.P(t) + 11[-M. (t) - . (t)].
Chia cả hai vế của phương trình trên cho M11, sau khi biến đổi, ta được: 
 (t) + 2 (t) + 2y(t) = 21pP(t) 		(2.1)
trong đó: 	2 = , 2 = . 				(2.2)
Phương trình (2.1) là phương trình vi phân tổng quát mô tả dao động cưỡng bức, có kể đến lực cản của hệ có bậc tự do bằng một. 
Từ phương trình vi phân tổng quát mô tả quá trình dao động, ta đi xét các trường hợp riêng
a. Dao động tự do không có lực cản
P(t)=0 dao động của hệ khi đó được sinh ra bởi một kích thích bất kỳ rồi bị cắt đi tức thời
Khi không kể đến lực cản, theo (2.1) có dạng; 
 (t) + 2y (t) = 0					(2.3) 
Nghiệm tổng quát của phương trình (2.3) có dạng: 
y(t) = C1cos t + C2 sint. 				(a)  
Vận tốc chuyển động của khối lượng M chính là đạo hàm bậc nhất của chuyển vị  y(t) theo thời gian:
 (t) = - C1sint + C2cost. 			(b)
Giả sử ở thời điểm ban đầu của dao động t = 0, ta có các điều kiện: 
 y(0) = y0 - chuyển vị ban đầu của dao động; 
 (0) = v0 - vận tốc ban đầu của dao động. 
Thay các điều kiện ban đầu của dao động vào hai phương trình (a), (b), ta sẽ tìm được các hằng số tích phân: 
C1 = y0; C2 = . 
 Phương trình dao động sẽ có dạng: 
y (t) = y0cos t + sin t. 			(2.4)
Phương trình (2.4) cho thấy dao động của hệ có 2 phần: Dao động phụ thuộc chuyển vị ban đầu yo của khối lượng tỉ lệ với hàm cost và dao động phụ thuộc tốc độ ban đầu vo tỉ lệ với hàm sint.
Nếu dùng vectơ quay để biểu diễn dao động thì (2.4) có thể viết dưới dạng:
		 y (t) = asin (t + 0). 				(2.5)
    [image: ]Hình 7

Như vậy, dao động tự do của hệ có bậc tự do bằng một là một dao động điều hoà được mô tả bởi phương trình (2.5), hình 2.2 trong đó: 
a = - biên độ của dao động, 			
0 = arctg - góc lệch pha của dao động. 			
Dao động điều hoà của khối M được đặc trưng bởi các đại lượng sau: 
 Chu kỳ dao động: - Khoảng thời gian cần thiết để khối lượng M thực hiện được một dao động toàn phần, ký hiệu là T, ta có: T = ,s.
 Tần số dao động - Số dao động toàn phần thực hiện được trong khoảng thời gian một giây, ký hiệu là f, ta có:  f =  = , rad/s 				
 Tần số vòng hay tần số dao động - Số dao động toàn phần thực hiện được trong khoảng thời gian 2 giây, ký hiệu là , ta có: 
  		 = , rad/s 			(2.6)	
Trong đó: g - gia tốc trọng trường; 
yt - chuyển vị tĩnh của khối lượng M do lực G = Mg tác dụng tĩnh tại điểm đặt khối lượng M gây ra.
Thí dụ
Xác định tần số dao động riêng cho hệ như trên hình 8
                         [image: ]Hình 8

Theo công thức (2.6)  =                 
11: Chuyển vị do lực = 1 đặt tĩnh tại vị trí đặt khối M gây ra
                           [image: ]Hình 9

11 = l3/48EI    	
2.4. Xác định tần số dao động riêng của hệ  bậc tự do bằng 
                     [image: ]Hình 10

Phương trình vi phân biểu thị dao động riêng của thanh chịu uốn có khối lượng phân bố đều và tiết diện không đổi có dạng sau:
 +   = 0				(2.7)
Cũng như trong trường hợp tổng quát, nghiệm của phương trình (2.7) tìm được dưới dạng chuỗi:

y(z,t) = 					(2.8)
Trong đó: 	Fi(t) = Aisinit + Bicosit = aisin (it + i).
yi(z) - dạng dao động chính thứ i được xác định theo (2.8), áp dụng cho trường hợp này ta có:
yIV(z) - k4i yi(z) = 0						(2.9)
với:		 k4i = 							(2.10)
Giải phương trình đặc trưng; r4 - k4i = 0  ta được các nghiệm:
r1 = ki, r2 = -ki, r3 = iki, r4 = -iki với i = . 
Do đó, nghiệm của phương trình (2.9) sẽ là:
yi(z) = a.ekz + b. e-kz + c.coskiz + d.sinkiz.
Vì ekz = chkiz + shkiz và e-kz = chkiz - shkiz nên ta có phương trình sau:
yi(z) = C1chkiz + C 2chkiz + C 3coskiz + C 4sinkiz;
y'i(z) = C 1kishkiz + C 2kichkiz - C 3kisinkiz + C 4kicoskiz;
y"i(z) = -  = C 1k2ichkiz + C 2k2ishkiz - C 3k2icoskiz - C 4k2isinkiz;
y'"i(z) = -  = C 1k3ishkiz + C 2k3ichkiz + C 3k3isinkiz - C 4k3icoskiz;   (2.10)
Dạng chính yi(z) được xem như đường đàn hồi của thanh nên ta có thể xác định các hằng số tích phân C i theo các thông số ban đầu.
Giả sử tại z = 0 tương ứng với dạng chính thứ i của dao động, ta có các thông số ban đầu: độ võng yi(0), góc xoay y'i(0); mômen uốn Mi(0); lực cắt Qi(0). ta có:
yi(0) = (C 1 + C 3);			y'i(0) = (C 2 + C 4)ki;
Mi(0) = - EI (C 1 - C 3)k2i;		Qi(0) = - EI (C 2 - C 4)k3i.
Suy ra: 	C 1 = [yi(0) - ],
C 2 = [ - ],
C 3 = [yi(0) +  ],
C 4 = [ + ].
Thay các hằng số tích phân C i vừa tìm được vào phương trình đầu ta sẽ được phương trình xác định chuyển vị tương ứng với dạng chính thứ i của dao động riêng viết theo các thông số ban đầu:
yi(z) = yi(0) A1(kiz) + A2(kiz) -  A3(kiz) -  A4(kiz),	(2.11)
trong đó: A1(kiz) = (chkiz + coskiz), 	A2(kiz) = (shkiz + sinkiz),
A3(kiz) = (chkiz - coskiz),			A4(kiz) = (shkiz - sinkiz).	(2.12)
Các hàm Aj(kiz) với j = 1, 2, 3, 4 do viện sỹ người Nga A.N.Krưlôv đề xuất nên được gọi là các hàm Krưlôv.Các hàm Krưlôv có tính chất sau:
 A1(0) = 1, A2(0) = 0, A3(0) = 0, A4(0) = 0. 
[image: ] Giữa các hàm Krưlôv có sự liên hệ vi phân tuân theo quy tắc vòng tròn như trên hình 11, nghĩa là:  
A'1(kiz) = kiA4(kiz)
A'4(kiz) = kiA3(kiz)
A'3(kiz) = kiA2(kiz)
A'2(kiz) = kiA1(kiz)
Hình 11


Từ  ta dễ dàng tìm được các phương trình góc xoay, mômen uốn và lực cắt trong thanh ứng với dạng chính thứ i của dao động riêng:
y'i(z) = yi(0)kiA4(kiz) + y'i(0)A1(kiz) -  A2(kiz) -  A3(kiz),
Mi(z) = -EIy"i(z) = -EIyi(0)k2iA3(kiz) - EIy'i(0)kiA4(kiz) + 
					+ Mi(0)A1(kiz) + A2(kiz)
Qi(z) = -EIy'"i(z) = -EIyi(0)k3iA2(kiz) - EIy'i(0)k2iA3(kiz) + 
				+ Mi(0)kiA4(kiz) + Qi(0)A1(kiz).		(2.13)
Các phương trình (4.50), (4.52) cho phép xác định các đại lượng cần nghiên cứu trong dao động riêng của thanh. Căn cứ vào các điều kiện ta sẽ suy ra được phương trình xác định các thông số ki và tính được tần số dao động riêng theo công thức:

i = k2i									(2.14)
Phương trình xác định ki thường là phương trình siêu việt có vô số nghiệm ki và ta sẽ có vô số giá trị của tần số dao động riêng i (i = 1, 2, ..., ). Điều này phù hợp với quan niệm hệ có bậc tự do bằng vô cùng. Ứng với mỗi giá trị của tần số dao động riêng trong phổ tần số i, hệ sẽ dao động theo một dạng chính tương ứng. Thông thường tần số thấp nhất 1 ứng với dạng dao động chính thứ nhất có biên độ lớn nhất còn các tần số riêng bậc cao ứng với các dạng dao động chính bậc cao có biên độ nhỏ hơn. Do vậy, tần số thấp nhất hay được quan tâm hơn trong các bài toán về dao động. Tần số thấp nhất được gọi là tần số cơ bản.
[image: ]Thí dụ 
Xác định tần số dao động riêng và lập phương trình cho các dạng dao động riêng chính tương ứng của dầm trên hình 12.Hình 12


Tại z = 0 ta có các thông số ban đầu:
yi(0) = 0,		y'i(0) = ?
Mi(0) = 0,		Qi(0) = ?
yi(z) = A2(kiz) -  A4(kiz),				(a)
Mi(z) = -EIy'i(0)kiA4(kiz) + A2(kiz).				(b)
Tại z = l ta có: yi(l) = 0, Mi(l) = 0 nên từ hai phương trình (a) và (b) ta tìm được hai phương trình xác định các thông số ban đầu chưa biết như sau:
yi(l) = A2(kil) -  A4(kil),				(c)
Mi(l) = -EIy'i(0)kiA4(kil) + A2(kil).				(d)
Hệ phương trình (c), (d) chứa hai ẩn số y'i(0), Qi(0) là hệ phương trình thuần nhất.

	(e)
Nếu chú ý ki là đại lượng hữu hạn và thay vào các hàm Krưlôv theo (4.51) thì từ phương trình (e) ta có:
(shkil + sinkil)2 - (shkil - sinkil)2 = 0
hay: shkil. sinkil = 0
Vì kil  0 nên shkil  0 do đó sinkil = 0, suy ra kil  = i hay:
ki =  với (i = 1, 2, 3...)


Theo (4.53), ta có: i = k2i  = .


Khi i = 1: 1 = , khi i = 2: 2 = .


Khi i = 3: 3 = , khi i = 4: 4 = .
Từ phương trình (c) ta có: Qi(0) = y'i(0)k2iEI .
Vì sinkil = 0 nên từ (4.51) ta có: A2(kil) = A4(kil), suy ra:
Qi(0) = y'i(0)k2iEI.
Thay kết quả này vào (a) ta được phương trình của dạng chính thứ i của dao động riêng:
yi(z) = [A2(kiz) - A4(kiz)] =  sinkiz,
hay: yi(z) = Cisinz với i = 1, 2, 3... và Ci = .
Như vậy các dạng chính của dao động riêng trong dầm đơn giản có hai đầu khớp là hàm điều hoà theo quy luật hàm số sin với số nửa bước sóng bằng chỉ số của tần số dao động riêng tương ứng 
3. Kết luận
Báo cáo học thuật đã đưa ra cách xác định tần số dao động riêng của trục dựa trên những mô hình khác nhau. Việc lựa chọn những mô hình nào sẽ phụ thuộc vào các điều kiện tính toán ban đầu của bài toán.
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