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[bookmark: _Toc73541045]Lời giới thiệu
Trong tài liệu [1] có trình bày về định lý Pompeiu như là một cách kéo dài cho danh sách các định lý của các nhà toán học Pháp – Rolle, Lagrange, Cauchy về giá trị trung bình. Chúng ta sẽ xem lại định lý.
Định lý (D. Pompeiu, 1946). Giả sử hàm số  liên tục trên đoạn  không chứa điểm  và khả vi trên khoảng . Khi đó ta sẽ tìm được ít nhất một điểm  thỏa mãn
	
	(1)



Công thức (1) được gọi là công thức Pompeiu.
Trong tài liệu [1] có trình bày bốn cách chứng minh khác nhau về định lý đã cho. Một trong số chúng là cách chứng minh hình học. Các cách khác dựa trên các định lý về giá trị trung bình nêu ở trên. Ngoài ra trong tài liệu này còn nghiên cứu mối liên hệ giữa các giá trị trung bình với định lý Pompeiu. Trong đó có chỉ ra từ công thức (1) ta có thể thu được các giá trị trung bình như: trung bình nhân, trung bình điều hòa và trung bình Pompeiu của các số dương .
Mục đích của bài báo là phát biểu định lý Pompeiu mở rộng và qua định lý này biểu diễn các đại lượng trung bình nói trên và một số giá trị trung bình khác nữa, trong đó có trung bình Pompeiu.
1. [bookmark: _Toc73541046]Định lý Pompeiu mở rộng
Định lý A. Giả sử các hàm số  liên tục trên đoạn  không chứa điểm  và khả vi trên khoảng , ngoài ra  tại mọi điểm . Khi đó tìm được ít nhất một điểm  thỏa mãn
	
	(2)



Chứng minh. Rõ ràng các hàm số  trên đoạn  thỏa mãn tất cả các điều kiện của định lý Cauchy. Và như vậy theo định lý này ta có:
	
	(3)



Trong đó,  là một điểm thuộc khoảng . Từ  ta dễ dàng thu được công thức (2). Định lý A được chứng minh.
Ta sẽ gọi định lý A là định lý Pompeiu mở rộng, còn công thức (2) là công thức Pompeiu mở rộng từ công thức (1). 
Không khó để nhận ra rằng, trong điều kiện của định lý A nếu hàm số  là hằng số khác 0 thì ta thu được công thức Pompeiu (1). Và như vậy rõ ràng định lý vừa chứng minh chính là mở rộng từ định lý Pompeiu.
Ta cũng lưu ý rằng việc thực hiện mở rộng định lý Pompeiu cũng giống như định lý Cauchy đã khái quát định lý Lagrange – định lý trung tâm trong việc xây dựng thuật toán khảo sát hàm số thông qua đạo hàm.
2. [bookmark: _Toc73541047]Công thức Pompeiu mở rộng và các đại lượng trung bình
Bây giờ ta sẽ chỉ ra rằng: từ công thức (2) có thể sinh ra các giá trị trung bình khác nhau của các số dương .
Áp dụng công thức (2) cho các hàm . Ta có

Từ đây suy ra . Giá trị thu được chính là trung bình cộng  của các số .
Ta viết công thức (2) cho các hàm :

Từ đây biểu diễn , ta thu được . Đại lượng  chính là trung bình nhân của hai số .
Nếu viết công thức (2) cho các hàm  trên đoạn , thì từ đây dễ dàng biểu diễn được giá trị trung bình . Ta đã biết rõ, đại lượng  chính là trung bình điều hòa của .
Áp dụng công thức (2) cho các hàm  trên đoạn , ta thu được phương trình

Từ đây, ta suy ra

Đại lượng  chính là trung bình bình phương của .
Như vậy, công thức Pompeiu tổng quát cho phép liệt kê tất cả bốn đại lượng trung bình cổ điển: trung bình cộng, trung bình nhân, trung bình điều hòa và trung bình bình phương.
Bây giờ chúng ta sẽ thấy công thức (2) có thể sinh ra trung bình Pompeiu được đưa ra trong bài báo [1, tr. 58]. Trước tiên, ta áp dụng công thức đã cho với các hàm số  trên đoạn  và được công thức

Từ đây, ta tìm được

Đại lượng

chính là trung bình Pompeiu của các số . Khi hai số đã cho trùng nhau thì . Trong [1], tác giả đã phát biểu được mối quan hệ .
3. [bookmark: _Toc73541048]Trung bình mũ của hai số dương
Xin được nhắc lại là: trung bình mũ của hai số dương  cấp  là đại lượng
	
	(4)



Rõ ràng, các đại lượng  ở trên chính là các giá trị của trung bình mũ cấp . Bây giờ ta sẽ thấy công thức Pompeiu có thể sinh ra giá trị trung bình mũ  với mọi cấp .
Thật vậy, áp dụng công thức (2) trên đoạn với hai mút tại các điểm  cho các hàm số , ta có

hay

Từ đây, ta tìm được

Đó là điều phải chứng minh.
Trong mục tiếp theo chúng ta sẽ xem xét một số tính chất của trung bình mũ (4). Ta sẽ phát biểu chúng dưới dạng các bài toán. Trước tiên ta sẽ nói đến hai tính chất rõ nhất của đại lượng đã cho
1. Trung bình mũ  với mọi cấp  chỉ nhận giá trị dương.
2. Nếu  thì .
Bài toán 1. Chứng minh rằng trung bình mũ  là hàm liên tục
Lời giải. Tính liên tục của hàm số  tại điểm  khác 0 suy ra từ tính liên tục của các hàm số mũ , tính liên tục của hàm số  và tính liên tục của hàm số  – nếu như các hàm  là liên tục.
Ta sẽ chứng minh tính liên tục của hàm số  tại điểm . Để đạt được mục đích, ta chỉ cần chỉ ra rằng  khi .
Vì khi 

Thế mà biểu thức cuối cùng khi  tiến tới giá trị của đạo hàm của hàm  tại , nên

Như vậy tính liên tục của hàm số  đã được chứng minh.
Lưu ý 1. Chứng minh tính liên tục của trung bình mũ có thể tìm thấy trong bài báo [2].
Bài toán 2. Chứng minh rằng trung bình mũ  khi  là hàm tăng ngặt trên toàn trục số.
Lời giải. Đầu tiên, ta sẽ chỉ ra rằng hàm số  tăng trên từng khoảng  và . Vì đã có đẳng thức  và do miền giá trị của hàm (4) là dương nên ta chỉ cần chỉ ra
	
	(5)



Biến đổi vế trái của bất đẳng thức (5) như sau:

Ta có thể đánh giá biểu thức cuối cùng bằng cách sử dụng bất đẳng thức sau

cùng với điều kiện . Ta có

Bất đẳng thức (5) được chứng minh.
Vì hàm  liên tục trên toàn trục số, trên các khoảng  và  hàm số tăng ngặt, vì thế nó tăng ngặt trên toàn bộ trục số .
Lưu ý 2. Trong các tài liệu [3] – [4] có đưa ra chứng minh về tính đơn điệu của trung bình mũ nhưng không sử dụng tới toán tử đạo hàm.
Từ tính đơn điệu của trung bình mũ  của các số dương , ta có dãy các bất đẳng thức dành cho các đại lượng trung bình cổ điển như sau

Trong mỗi bất đẳng thức, đẳng thức chỉ xảy ra khi . Xin được nhắc lại là bất đẳng thức Cauchy chính là bất đẳng thức .
Bài toán 3. Chứng minh rằng nếu  thì trung bình mũ  khi  sẽ tiến tới  tương ứng.
Chứng minh. Giả sử , ta sẽ chứng minh rằng
	
	(6)



Đầu tiên ta sẽ nghiên cứu dáng điệu của hàm số  khi . Ta có

Từ đó suy ra  – đẳng thức đầu tiên của (6) được chứng minh.
Dáng điệu của hàm  khi  hoàn toàn tương tự:

Tức là  – đẳng thức thứ hai của (6) cũng được chứng minh. Bài toán 3 được giải xong.
Lưu ý 3. Từ các tính chất nêu trên của trung bình mũ (4), ta có thể suy ra rằng hàm  đồng nhất bằng hằng số khi và chỉ khi . Thêm vào đó khẳng định sau cũng đúng:
Khẳng định 1. Giả sử trong (4)  đề là các số dương và bậc  có thỏa mãn tính chất làm cho giá trị trung bình  nhận giá trị hằng. Khi đó với , các đại lượng trung bình  nhận các giá trị nhỏ nhất và lớn nhất tương ứng khi . Các giá trị này trùng với .
Từ khẳng định trên ta có thể suy ra được kết quả thú vị sau (nó cũng được suy ra từ bất đẳng thức Cauchy ).
Khẳng định 2. Nếu các số dương  thỏa mãn tích  của chúng là hằng thì tổng  nhận giá trị nhỏ nhất  chỉ khi . Nếu các số dương  có tổng không đổi thì tích  đạt giá trị lớn nhất bằng chỉ khi .
Khẳng định 1 và 2 cho phép giải rất nhiều bài toán tối ưu nhưng bằng phương pháp hoàn toàn sơ cấp (không cần sử dụng tới phép toán vi phân của hàm một hay nhiều biến).
4. [bookmark: _Toc73541049]Áp dụng trung bình mũ
Trong mục này ta sẽ xem xét một số bài toán có thể giải bằng phương pháp trung bình mũ của hai số. Đầu tiên ta sẽ giải bài toán đơn giản sau đây.
Bài toán 4. Giải phương trình

Lời giải. Dễ nhận thấy phương trình xác định trên miền  và hai đầu mút của đoạn không phải là nghiệm. Vì thế ta có thể giới hạn miền khảo sát của phương trình trên khoảng .
Đặt , và biến đổi phương trình về dạng
	
	(7)


Vì  nên (7) chính là trường hợp riêng của bất đẳng thức , đạt được khi dấu “”  xảy ra. Điều đó có nghĩa là phương trình (7) hay phương trình ban đầu tương đương với phương trình . Từ đây, ta tìm được nghiệm .
Bạn đọc có thể sử dụng phương pháp trên để giải bài toán sau.
Bài toán 5. Giải phương trình

Bài toán 6 [5]. Giải phương trình

Lời giải. Bài toán trên xác định trên miền  không âm, và khi đó vế phải cũng luôn nhận giá trị dương. Biến đổi vế phải về dạng

Từ đây, áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho hai số dương  có đánh giá sau

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi . Giải phương trình thu được 
Bài toán 7. Chứng minh bất đẳng thức

Chứng minh. Rõ ràng với  bất đẳng thức là đúng. Với , ta tiến hành đánh giá từng số hạng vế trái bằng bất đẳng thức Cauchy


Tổng lại có

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi

Hệ không thỏa mãn với . Từ đó suy ra bất đẳng thức ban đầu là đúng.
Bài toán 8 [6]. Với các số dương , chứng minh bất đẳng thức

Lời giải. Áp dụng bất đẳng thức giữa trung bình bình phương và trung bình nhân cho hai số có

Bất đẳng thức chỉ xảy ra khi , tức . Từ đây ta thu được .
Bài toán 9. Chứng minh bất đẳng thức lượng giác

trong đó .
Lời giải. Từ bất đẳng thức Cauchy có

Tức là bất đẳng thức được chứng minh.
Bài toán 10. Hãy tìm giá trị lớn nhất của hàm số  trên khoảng .
Lời giải. Biểu diễn hàm đã cho dưới dạng

Trên khoảng  các số hạng  và  đều dương vì vậy áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho tổng của chúng có

Từ đây suy ra: giá trị nhỏ nhất của hàm  có thể nhận được là 4. Nó đạt được khi và chỉ khi , tức .
Bài toán 11 [7]. Hãy chỉ ra giá trị của  sao cho hàm

nhận giá trị lớn nhất.
Giá trị này nằm trong khoảng giữa của những dãy số nào?
Lời giải. Ta sẽ đưa ra lời giải khác so với lời giải trong bài báo [7]. Để chặn trên hàm số  trên đoạn , ta áp dụng  bốn lần bất đẳng thức mũ các cấp  và 1. Khi đó ta có

Trong tất cả các bước đánh giá ở trên, các đẳng thức chỉ xảy ra khi , tức là khi . Từ đó suy ra giá trị lớn nhất của hàm số  bằng

Nó đạt được tại điểm .
Dễ dàng kiểm tra được rằng giá trị

nằm trong khoảng . Điều đó có nghĩa đại lượng

nằm giữa các số tự nhiên 32 và 33.
Cuối cùng ta sẽ xem xét hai bài toán cực trị hình học.
Bài toán 12. Chứng minh rằng trong số các tam giác vuông nội tiếp đường tròn cho trước, tam giác cân có diện tích lớn nhất.
Lời giải. Giả sử đường tròn có bán kính . Tiếp theo giả sử hai cạnh của tam giác vuông có độ dài là  và . Khi đó diện tích của tam giác vuông là . Vì  nên từ bất đẳng thức Cauchy có . Tức là  sẽ nhận giá trị lớn nhất bằng , nó xảy ra khi . Đó chính là điều phải chứng minh.
Bài toán 13. Chứng minh rằng trong số các tam giác vuông nội tiếp đường tròn cho trước, tam giác vuông có chu vi lớn nhất
Xin nhượng lại cho bạn đọc chứng minh bài toán trên.
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