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[bookmark: _Toc61923060]Tóm tắt
Soạn thảo các ví dụ giải các phương trình tích phân trong Maple bằng lệnh intsolve. Xem xét các khả năng của Maple để thu được nghiệm chính xác và nghiệm xấp xỉ của phương trình trong trường hợp các phương trình này không giải được bằng lệnh intsolve.
Từ khóa: phương trình tích phân, phương trình Fredholm, phương trình Volterra, hệ thống các lệnh trong Maple

1. [bookmark: _Toc61923061]Phương trình tích phân
Phương trình tích phân là phương trình chứa hàm ẩn dưới dấu tích phân (đơn hoặc bội). Lý thuyết phương trình tích phân hiện nay là một mảng rộng lớn của giải tích toán học và có giá trị lý thuyết và thực tế lớn. Những phương trình tích phân riêng lẻ xuất hiện ở nửa đầu thế kỷ XIX; lý thuyết hệ thống về chúng được đặt nền trong các công trình của V. Volterra (1860 – 1940), E. I. Fredholm (1866 – 1927), D. Hilbert (1862 – 1943) và của các nhà toán học khác. Phương trình tích phân là một trong những công cụ hiểu quả nhất của toán học trong cả lý thuyết lẫn ứng dụng. Điều này có thể được nhận thấy trong các bài toán của lý thuyết dao động cơ học cùng các lĩnh vực kỹ thuật và lý thuyết vật lý tương ứng nơi mà các phương trình tích phân không chỉ hữu ích mà còn là rất cần thiết cho việc tính toán xấp xỉ.
Phương trình tích phân có thể được chia thành hai lớp lớn: phương trình tuyến tính và không tuyến tính. Phương trình tích phân được gọi là tuyến tính nếu nó chứa hàm ẩn dạng tuyến tính. Giải phương trình tích phân chính là tìm hàm số sao cho khi thế nó vào, phương trình trở thành đẳng thức đúng.
Phương trình tích phân được chia thành phương trình loại 1 và loại 2. Trong phương trình tích phân loại 1, hàm ẩn chỉ nằm dưới dấu tích phân. Trong phương trình tích phân loại 2, hàm ẩn nằm cả ở dưới dấu tích phân và ở cả ngoài dấu. Phương trình loại 1 và loại 2 có thể chứa dấu tích phân với các cận là hằng số hoặc cận trên là biến số.
Phương trình tích phân với các cận là hằng số được gọi là phương trình Fredholm, phương trình chứa biến ở cận trên của tích phân dduowwcj gọi là phương trình Volterra.
Như vậy phương trình tích phân tuyến tính Fredholm loại một có dạng

Phương trình tích phân Fredholm tuyến tính loại hai có dạng:

Phương trình tích phân tuyến tính Volterra loại 1 có dạng

Phương trình tích phân tuyến tính Volterra loại 2 có dạng

Trong tất cả các phương trình kể trên thì  là hàm ẩn,  là hàm cho trước và được gọi là số hạng tự do của phương trình tích phân;  là hàm cho trước được gọi là nhân của phương trình tích phân.
Đôi khi có sự xuất hiện của tham số  trong phương trình loại hai như sau:

hay

Khi đó, ta có không phải là một phương trình mà là một họ các phương trình phụ thuộc vào một tham số. Tham số  có thể được đưa vào nhân của phương trình. Các giới hạn tích phân  có thể là hữu hạn hoặc vô hạn.
Phương trình tích phân không tuyến tính rất đa dạng, thậm chí là rất khó để phân loại chúng. Ta chỉ đưa ra ví dụ phương trình không tuyến tính Urysohn

Phương trình không tuyến tính Volterra

Hàm số  thường được giả thiết là liên tục với các biến  trên miền , với  là hằng số đủ lớn.
Chúng ta sẽ chỉ nghiên cứu phương trình tuyến tính.
Mục đích của bài báo là đưa ra các ví dụ minh họa giải các phương trình tích phân khác nhau trong hệ Maple.

2. [bookmark: _Toc61923062][bookmark: _GoBack]Các lớp phương trình cho nghiệm tường minh nhờ các phương pháp chuyên biệt
Ta có thể tách được một số lớp các phương trình có nghiệm tường minh nhờ các phương pháp đặc biệt. Đó là các phương trình Volterra có nhân chứa hiệu, các phương trình Abel, các phương trình Fredholm có nhân chứa tổng và tích, các phương trình tích phân Fredholm với nhân suy biến. Chúng ta sẽ xem xét một vài ví dụ.
Phương trình Volterra loại hai với nhân chứa hiệu.
Phương trình dạng

và phương trình tương tự loại một


là các lớp phương trình tích phân Volterra quan trọng và thường được gọi là các phương trình dạng tích chập. Vì phép toán

chính là tích chập của hai hàm  và . Lưu ý là không mất tính tổng quát, ta có thể coi rằng cận dưới của tích phân bằng không . Quả vậy, nếu làm phép đổi biến , ta sẽ thu được phương trình


Tiếp theo chúng ta sẽ xem xét phương trình dạng
	
	(1)



Công cụ chủ yếu để nghiên cứu những phương trình dạng này là phép biến đổi Laplace vì nếu kèm một số điều kiện thì phép biến đổi này sẽ biến tích chập thành tích thông thường. Như vậy, nghiệm của phương trình tích phân sẽ thu được qua phép biến đổi ngược của phép biến đổi Laplace.
Áp dụng phép biến đổi Laplace cho phương trình (1), ta thu được
	
	(2)


Ở trên ta sử dụng các ký hiệu của phép biến đổi Laplace

Biến đổi ngược phương trình (2), ta tìm được

Trong đó  nằm bên phải các điểm kỳ dị của hàm dưới dấu tích phân.
Ví dụ № 1. Giải phương trình tích phân Volterra

Lời giải. Nhân của phương trình đã cho chứa biến là hiệu vì thế chúng ta sẽ giải nó bằng phép biến đổi Laplace. Ta sẽ thực hiện tất cả các phép toán trong Maple. Đầu tiên là nhập vào phương trình
> [image: ]
> [image: ]
[image: ]
Áp dụng phép biến đổi Laplace, ta thu được phương trình của hàm Laplace
> laplace(eq,x,p);
[image: ]
> [image: ]
[image: ]

> laplace(eq,x,p);
[image: ]
> [image: ]
[image: ]
Giải phương trình cho hàm Laplace chuyển
> [image: ]
[image: ]
Ta đi tính phép biến đổi ngược
> [image: ]
[image: ]
> [image: ]
[image: ]
Kiểm tra lại
> [image: ]
[image: ]
Như vậy nghiệm của phương trình của chúng ta là hàm 

Giải phương trình của chúng ta bằng lệnh intsolve.
> [image: ]
[image: ]
Phương trình Fredholm với nhân chứa hiệu và cận từ  tới 
Xét phương trình dạng sau
	
	(3)


Phương trình này cũng là phương trình dạng tích chập. Ở đây toán tử

là tích chập của các hàm số  và . Vì vậy để giải phương trình (3) ta sẽ sử dụng phép biến đổi Fourier. Nhân phương trình (3) với  và lấy tích phân trên khoảng  ta thu được
	
	(4)


Đưa vào các ký hiệu

Từ phương trình (4), ta tìm được

Từ đây theo công thức biến đổi ngược, ta thu được

Phương trình (3) muốn giải được thì phải có điều kiện
	
	(5)


Với phương trình Volterra loại 2 điều kiện này không thỏa mãn (đường lấy tích phân nằm trong khoảng Riemann – Mellin nằm bên phải tất cả các điểm kỳ dị của hàm dưới dấu tích phân, ở đó ). Như vậy từ công thức (5) ta thấy rõ phương trình Fredholm (3) là giải được nhưng không phải với mọi giá trị của tham số .
Ví dụ №2. Giải phương trình tích phân

trong đó

Lời giải. Phương trình đã cho có các cận ở vô cực và có nhân chứa hiệu. Vì vậy ta sẽ áp dụng phép biến đổi Fourier. Xác lập bài toán trong Maple:
> [image: ]
> [image: ]
[image: ]
> [image: ]
[image: ]
> [image: ]
[image: ]
> [image: ]
[image: ]

Áp dụng phép biến đổi Fourier ta tìm được hàm chuyển Fourier
> [image: ]
[image: ]
> [image: ]
[image: ]
[image: ]
Tính phép biến đổi ngược
> [image: ]
[image: ]
Kiểm tra nghiệm
> [image: ]

[image: ]

Như vậy nghiệm của phương trình là hàm

Với  là hàm đơn vị Heaviside, ngoài ra .
Nghiệm này có thể được viết dưới dạng khác

Lưu ý là lệnh intsolve không thể giải phương trình này.
Phương trình tích phân Fredholm với nhân suy biến.
Tồn tại những lớp phương trình mà ta dễ dàng đưa về dạng tuyến tính. Những phương trình như vậy được gọi là phương trình với nhân suy biến.
Xét phương trình dạng tổng quát
	
	(6)


Ta nói rằng nhân của phương trình này suy biến nếu nó có thể biểu diễn được dưới dạng
	
	(7)


Ở đây  là các hàm liên tục;  hữu hạn. Một số ví dụ về nhân suy biến:  với  là đa thức bất kỳ. Ngược lại nhân  là không suy biến.
Phương trình với nhân suy biến có nghiệm tường minh. Ngoài ra nghiệm của phương trình dạng tổng quát có thể được xấp xỉ bằng nghiệm của phương trình với nhân suy biến.
Xét phương trình (6) với nhân suy biến (7). Ta sẽ coi rằng hàm số là liên tục và giả sử rằng tồn tại nghiệm của (6) là hàm liên tục. Đặt công thức (7) vào phương trình (6), ta thu được


Đặt hằng số

Khi đó có
	
	(8)


Lưu ý là trong công thức (8) hàm  được cho,  là các hàm biết trước. Như vậy bài toán dẫn tới là phải xác định các hằng số . Nếu  được tìm thấy, thì nghiệm của bài toán được xác định theo công thức

Rõ ràng, hàm  liên tục trên đoạn . Để tìm hệ số , ta nhân phương trình (8) với các hàm  và lấy tích phân từ  tới  và thu được
	
	(9)


Ký hiệu các hằng số

Khi đó từ phương trình (9), ta thu được
	
	(10)


Hệ  phương trình (10) là hệ phương trình tuyến tính có định thức

 Rõ ràng, định thức  là đa thức bậc  của . Phương trình  có  nghiệm.
Kết cuối cùng sẽ được phát biểu dưới dạng định lý sau.
Định lý. Phương trình tích phân (6) với nhân suy biến (7) có nghiệm duy nhất nếu tham số  khác nghiệm của phương trình đặc trưng ; không có nghiệm hoặc có vô số nghiệm nếu tham số trùng với nghiệm nào đó của phương trình.
Trường hợp riêng, với , tức hệ (10) thuần nhất, phương trình sẽ có vô số nghiệm.  có thể nhận giá trị bằng hoặc khác không, nhưng chúng luôn vuông góc với tất cả các hàm  trên đoạn .
Ví dụ №3. Giải phương trình tích phân

Lời giải.  Phương trình đã cho là phương trình với nhân suy biến. Ta sẽ giải nó trong Maple bằng lệnh intsolve. Ta xác lập phương trình:
> [image: ]
[image: ]
> [image: ]
[image: ]
Kiểm tra
> [image: ]
[image: ]
[image: ]
Ví dụ № 4. Tìm các giá trị riêng và hàm riêng của phương trình tích phân với nhân suy biến

Lời giải. Ta sẽ giải trong Maple
> [image: ]
> [image: ]
[image: ]
[image: ]
> [image: ]
[image: ]
> [image: ]
[image: ]
[image: ]
> [image: ]
[image: ]
[image: ]
> [image: ]
[image: ]
> [image: ]
[image: ]
> [image: ]
[image: ]
Như vậy ta đã tìm được các giá trị riêng của phương trình tích phân. Ký hiệu chúng là :
> [image: ]
[image: ]
[image: ]
Bây giờ ta sẽ đi tìm các hàm riêng
> [image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
> [image: ]
[image: ]
> [image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
> [image: ]
[image: ]
Như vậy các hàm riêng được tìm thấy (), chúng được xác định chính xác tới nhân tử hằng số:
> [image: ]
[image: ]
> [image: ]
[image: ]
Lưu ý là lệnh intsolve không có tác dụng với bài toán này, nó chỉ đưa ra nghiệm tầm thường của phuonwg trình thuần nhất.
3. Phương pháp xấp xỉ giải phương trình tích phân
Trong vật lý và kỹ thuật, ta thường gặp những bài toán mà không thể tìm nghiệm chính xác hoặc là có cấu trúc quá phức tạp và ta không thể sử dụng nó trong việc tính toán. Khi đó ta buộc phải sử dụng tới các phương pháp xấp xỉ. Trong mục này ta sẽ xem xét một vài phương pháp xấp xỉ để khảo sát phương trình tích phân.
Đưa phương trình tích phân về phương trình có nhân suy biến.
Vì giải phương trình với nhân suy biến là khá đơn giản nên một ý tưởng tự nhiên sẽ nảy sinh là khi giải phương trình với nhân bất kỳ ta sẽ xấp xỉ nó bằng nhân suy biến và giải phương trình tương ứng thay vì phương trình ban đầu. Giả sử ta có phương trình tích phân (6) với nhân liên tục (không suy biến) bất kỳ  và có vế phải là hàm  liên tục. Ta sẽ tạo ra nhân 

Sao cho . Khi đó có xấp xỉ như sau  và chuyển sang nghiên cứu phương trình
	
	(11)


Ví dụ № 5. Giải phương trình tích phân bằng cách thay nhân của nó bằng nhân suy biến

Lời giải. Ta sẽ giải nó trong Maple và bắt đầu bằng việc nhập nhận, số hạng tự do và các cận tích phân:
> [image: ]
[image: ]
[image: ]
Nhập vào phương trình
> [image: ]
[image: ]
Để tiện cho việc so sánh về sau, ta sẽ đưa ra nghiệm chính xác bằng hàm chuẩn của Maple
> [image: ]
[image: ]
Ta sẽ coi nghiệm chính xác là hàm :
> [image: ]
[image: ]
Bây giờ ta sẽ giải phương trình bằng phương pháp đưa nhân về dạng suy biến. Xét  hai nhân suy biến thu được bằng cách khai triển thành chuỗi lũy thừa theo  và theo .
> [image: ]
[image: ]
[image: ]
> [image: ]
[image: ]
[image: ]
Giải phương trình với nhân :
> [image: ]
[image: ]
[image: ]
Tạo hàm tương ứng với nghiệm 
> [image: ]
[image: ]
Giải phương trình với nhân :
> [image: ]
[image: ]
[image: ]
Tạo hàm tương ứng với nghiệm
> [image: ]
[image: ]
Lập đồ thị của nghiệm (xem H. 1)
> [image: ]
[image: ]
H. 1
Giải phương trình Fredholm loại 2 bằng phương pháp Bubnov – Galerkin 
Xét phương trình tích phân Fredholm (6) loại 2. Nghiệm của nó được tìm theo phương pháp Bubnov – Galerkin như sau. Chọn hệ các hàm  đầy trong  và thỏa mãn với giá trị  bất kỳ các hàm  độc lập tuyến tính. Ta sẽ tìm nghiệm xấp xỉ  dưới dạng
	
	(12)


Các hệ số  được xác định từ hệ tuyến tính sau
	
	(13)


Trong đó  chính là  và cần thay  bằng . Nếu giá trị  trong (6) không phải là đặc trưng thì với  đủ lớn hệ (13) có nghiệm duy nhất và với  nghiệm xấp xỉ (12) sẽ tiến tới nghiệm chính xác  của phương trình  trong metric .
Ta sẽ giải phương trình từ №5 bằng phương pháp Bubnov – Galerkin với hệ đủ trên đoạn  là hệ các đa thức Legendre 
> [image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Nghiệm xấp xỉ  sẽ được tìm ở dạng
> [image: ]
[image: ]
[image: ]
Đặt hàm số  này vào phương trình đầu, ta thu được
> [image: ]
[image: ]
[image: ]
Phần ảo của biểu thức cuối gần như bằng không:
> [image: ]
[image: ]
Tạo hệ các phương trình Bubnov – Galerkin
> [image: ]
[image: ]
Giải hệ thu được
> [image: ]
Error, (in assuming) when calling '`tools/map`'. Received: 'invalid input: `trig/reduce` uses a 1st argument, f, which is missing'
Như vậy nghiệm xấp xỉ theo phương pháp Bubnov – Galerkin có dạng
> [image: ]
[image: ]
Biểu diễn tất cả các nghiệm thu được trên cùng một đồ thị (xem H. 2)
> [image: ]
[image: ]
Giả sử có phương trình tích (6) phân loại 2. Ta có thể thay thế tích phân trong phương trình bằng phương pháp tính xấp xỉ tích phân bất kỳ. Chia đoạn  bằng các điểm chia  sau đó tính tích phân bằng công thức hình thang

	
	(14)


Trong trường hợp này, phương trình tích phân (6) được thay thế bằng phương trình sau
	
	(15)


Trong phương trình này, các giá trị của h àm  tại các điểm nút  là các giá trị chưa biết. Đẳng thức (15) đúng tại mọi điểm của đoạn . Khi đó đặt , ta thu được
	
	(16)


Như vậy ta thu được hệ  phương trình với  ẩn – chính là giá trị của hàm số ở các nút . Tất nhiên, khi thay thế nghiệm chính xác của phương trình (6) bằng nghiệm của phương trình (16) thì độ chính xác càng tăng lên nếu sai số của phép tính xấp xỉ tích phân càng tăng.
Ta sẽ trình bày việc áp dụng công thức hình thang để giải phương trình từ  ví dụ № 5. Quy trình giải như sau
[image: ]
Ta nhập vào các giá trị của hoành độ và giải bằng quy trình
> [image: ]
[image: ]
[image: ]
Biểu diễn kết quả thu được trên đồ thị (xem H. 3)
[image: ]
[image: ]
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