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MỞ ĐẦU 

 

             Lý thuyết định tính của hệ động lực rời rạc đã được nghiên cứu từ 

những năm đầu thế kỷ XVIII, song ngày nay nó vẫn được đông đảo các nhà khoa 

học quan tâm và nghiên cứu. Những kết quả cơ bản của nó được ứng dụng rộng rãi 

trong nhiều mô hình ứng dụng. Đặc biệt trong thời gian gần đây nhờ có sự phát 

triển của công nghệ tin học, lý thuyết hệ động lực rời rạc nói chung và lý thuyết 



định tính của các phương trình sai phân nói riêng đã có sự phát triển vượt bậc đặc 

biệt là khả năng ứng dụng thực tiễn của nó. 

            Về tổng thể hầu hết các phương pháp thông dụng được sử dụng trong lý 

thuyết phương trình vi phân đều có thể xây dựng lại cho việc nghiên cứu tính chất 

nghiệm của các hệ phương trình sai phân. Tuy nhiên về lý thuyết tính toán và các 

biểu thức toán học trong một số công thức cơ bản lại khá phức tạp. 

            Mục tiêu cơ bản của báo cáo này là trình bày lại một cách hệ thống các khái 

niệm cơ bản về phép tính sai phân hữu hạn, chúng tôi cũng trình bày một cách vắn 

tắt lý thuyết phương trình sai phân cấp cao và phương trình sai phân tuyến tính cấp 

2, đồng thời đưa ra các ví dụ ứng dung phương trình sai phân để tìm số hạng tổng 

quát của dãy số.             

1 Sơ lược về phép tính sai phân hữu hạn 

Định nghĩa 1.1. Ta gọi sai phân hữu hạn cấp một của hàm số u(n) = un với n  là 

hiệu                

1 .n n nu u u+ = −   

Định nghĩa 1.2. Ta gọi sai phân hữu hạn cấp 2 của hàm u(n) = un  là sai phân của 

sai phân cấp 1 của un , và nói chung sai phân cấp k của hàm un là sai phân của sai 

phân cấp k – 1 của hàm số đó. 

      Sai phân cấp 2 của hàm un là 

        2

1 2 1 1 2 1( ) ( ) 2n n n n n n n n n n nu u u u u u u u u u u+ + + + + + =   =  − = − − − = − + ; 

      Sai phân cấp 3 của hàm un là 



        3 2 2 2

1 3 2 1( ) 3 3n n n n n n n nu u u u u u u u+ + + + =   =  − = − + −  … 

      Sai phân cấp k của hàm un là  

        1 1 1

1

0

( ) ( 1) ,
k

k k k k i i

n n n n k n k i

i

u u u u C u− − −

+ + −

=

 =   =  − = −  

trong đó 
!

!( )!

i

k

k
C

i k i
=

−
. 

Các tính chất của sai phân: 

Tính chất 1: Sai phân các cấp đều được biểu diễn qua các giá trị của hàm số 

                  
0

( 1) ,
k

k i i

n k n k i

i

u C u + −

=

 = −  

trong đó   
!

!( )!

i

k

k
C

i k i
=

−
 . 

Tính chất 2: Sai phân mọi cấp đều là toán tử tuyến tính 

                  ( ) ,k k k

n n n nu v u v    + =  +   

với α , β là các số thực tuỳ ý. 

Tính chất 3: Sai phân cấp k của đa thức bậc m bằng: 

                  * Hằng số,  nếu k = m, 

                  * 0,  nếu k > m, 

                  *  Đa thức bậc (m – k), nếu k < m.  



Tính chất  4:  

            ,n n n n n nu v u v v u =  +   

                   1 1

1 ,
N

k k k

n N a

n a

u u u− −

+

=

 =  −  

đặc biệt khi k = 1, ta có 

         
1 .

N

n N a

n a

u u u+

=

 = −  

  2 .Phương trình sai phân cấp cao 

Định nghĩa 1.3.  Phương trình sai phân cấp k là một hệ thức giữa sai phân các cấp 

    ( , ,..., ) 0k

n n nF u u u  = , 

trong đó un coi là sai phân cấp 0 của hàm un, cấp của phương trình sai phân chính 

là cấp lớn nhất của các sai phân (ở đây là bằng k). 

Định nghĩa 1.4.  Phương trình sai phân tuyến tính cấp k của hàm un là một biểu 

thức tuyến tính giữa các giá trị của hàm un tại các điểm khác nhau 

                       0 1 1 ... ,n k n k k n na u a u a u f+ + −+ + + =  

trong đó 0 1, ,..., ka a a  với 0 0 , 0ka a   là các hằng số hoặc các hàm số của n, được 

gọi là các hệ số của phương trình sai phân; fn là một hàm số của n, được gọi là vế 

phải; un  là giá trị cần tìm  được gọi là ẩn. 

* Nghiệm của phương trình sai phân tuyến tính:  



      Xét phương trình sai phân tuyến tính cấp k 

 0 1 1 ...n k n k k n na u a u a u f+ + −+ + + = .         (1.1) 

      Phương trình sai phân thuần nhất tương ứng 

   0 1 1 ... 0.n k n k k na u a u a u+ + −+ + + =            (1.2) 

      Phương trình đặc trưng 

   1

0 1 ... 0.k k

ka a a  −+ + + =              (1.3) 

      Nghiệm tổng quát nu của phương trình sai phân tuyến tính (1.1) là * ,nu u u= +  

với *u  là một nghiệm riêng của phương trình (1.1) và u  là nghiệm tổng quát của 

phương trình thuần nhất tương ứng (1.2). 

      Nghiệm tổng quát của (1.2) có dạng 

          
1 21 2 ...

kn n k nu c u c u c u= + + + , 

trong đó 
1 2
, ,...,

kn n nu u u  là k nghiệm độc lập tuyến tính của (1.2) và 1 2, ,..., kc c c  là các 

hằng số tuỳ ý. 

Nếu (1.3) có k nghiệm phân biệt 1 2, ,..., k   thì hệ 1 2{ , ,..., }n n n

k    là hệ k nghiệm độc 

lập tuyến tính của (1.2) và nghiệm tổng quát của (1.2) là  

          
1 1 2 2 ... .n n n

k ku c c c  = + + +  



Nếu (1.3) có nghiệm thực 
j  bội s thì ngoài nghiệm n

j  ta bổ xung thêm các vectơ 

2 1, ,...,n n s n

j j jn n n  −  cũng là các nghiệm độc lập tuyến tính của (1.2) và nghiệm tổng 

quát của (1.2) là  

           
1

1 0

.
k s

n i i n

i i j j

i j i

u c c n 
−

 = =

= +   

Nếu (1.3) có nghiệm phức (cos sin )j r i  = +  bội s thì ta lấy thêm các nghiệm 

cos , sin , 0,..., 1n i n ir n n r n n i s  = −  và nghiệm tổng quát của (1.2) là 

        
1

1 0

( cos sin ),
k s

n n i i

i i i i

i j i

u c r a n n b n n  
−

 = =

= + +   

trong đó ,i ia b  là các hằng số tuỳ ý. 

3. Phương trình sai phân tuyến tính bậc hai: 

a. Phương trình sai phân tuyến tính thuần nhất bậc hai: 

 - Định nghĩa: Phương trình sai phân tuyến tính thuần nhất bậc hai  với hệ số 

hằng là phương trình dạng: 

  AXn+2 + BXn+1 + CXn = 0 , n= 0, 1, 2,...     (1.1) 

Trong đó A ≠ 0, B và C là những hằng số. 

Nghiệm tổng quát: 

 - Nếu C=0 thì phương trình (1.1) có dạng 

   AXn+2 + BXn+1 = 0                                      (1.2) 

Phương trình này là phương trình tuyến tính bậc nhất.  

Nó có nghiệm tổng quát là Xn+1 =  nXn,    =
A

B
−   ,    n=1, 2,...  

 - Nếu B=0 thì phương trình (1.1) có dạng (khuyết B) 

   AXn+2 + BXn = 0                                         (1.3) 



Phương trình này về hình thức tương tự phương trình tuyến tính bậc nhất. 

Nó có thể viết dưới dạng   Xn+2 =
A

C
− . Xn  = qXn. 

Như vậy là ta có công thức nghiệm: 

   X2k = qk.Xo và X2k+1 = qk.X1. 

 - Nếu phương trình (1.1) có các hệ số đều khác 0 thì ta có phương trình đặc 

trưng của phương trình sai phân (1.1) là : 

   A 2 + B  + C = 0  

Phương trình trên sẽ có hai nghiệm là  1 và  2 . 

 Để tìm nghiệm tổng quát của phương trình sai phân (1.1) ta dựa vào các 

mệnh đề sau: 

 

Mệnh đề 1: 

 Giả sử phương trình đặc trưng có hai nghiệm phân biệt ( 1 ≠  2) khi ấy 

phương trình (1.1) có nghiệm là  

    Xn = C1 1
n + C2 2

n 

 Trong đó C1 và C2 là những hằng số được xác định và được xác định theo 

điều kiện ban đầu là X0 và X1. 

 

Ví dụ 1: 

Tìm công thức tổng quát của dãy số sau (tương đương với tìm nghiệm của phương 

trình sai phân) 

   U0 = 7; U1 = -6; Un+2 = 3Un+1 +28Un . 

Giải: 

Ta có: Un+2 = 3Un+1 + 28Un. 

Suy ra Un+2 – 3Un+1 – 28Un = 0. 

Nên ta có phương trình đặc trưng như sau:      2 - 3  – 28 = 0. 



Phương trình này có hai nghiệm là  1 = 7 và   2 = -4. 

Suy ra công thức tổng quát của dãy số đã cho là: 

Un = C1 1
n + C2 2

n   hay   Un = C1.7
n + C2.(-4)n.    (*) 

Với n=0 thì U0 = C1 + C2 = 7                                 (1) 

Với n=1 thì U1 = 7C1 – 4C2 = -6                            (2) 

Từ (1) và (2) suy ra  C1 = 2 và C2 = 5                    (3) 

Thay (3) vào (*) ta được công thức tổng quát của dãy số là: 

Un = 2.7n + 5.(-4)n. 

 

Mệnh đề 2:  

 Nếu phương trình đặc trưng có nghiệm kép  1 =  2 =   = 
A

B
−  thì nghiệm 

tổng quát của phương trình (1.1) là  

  Xn = C1 1
n + C2.n 2

n = (C1 + n.C2).
n. 

 Trong đó C1 và C2 là những hằng số được xác định theo điều kiện ban đầu là 

X0 và X1. 

Ví dụ 2: 

Tìm nghiệm của phương trình sai phân: 

 U0 = -1;     U1 = 2;      Un+2 = 10Un+1 – 25Un. 

Giải: 

Ta có : Un+2 = 10Un+1 – 25Un suy ra  Un+2 – 10Un+1 + 25Un. 

Do đó ta có phương trình đặc trưng như sau:        2 - 10  + 25 = 0 

Phương trình có nghiệm kép là  1 =  2 =   = 5  

Nên phương trình sai phân đã cho có nghiệm tổng quát có dạng: 

Un =  n.(C1 + n.C2)                                     (*) 

Với n = 0 thì U0 = C1 + C2 = -1                  (1) 

Với n = 1 thì U1 = 51(C1 + 1.C2) = 2          (2) 



Từ (1) và (2) ta được C1 = -1 và C2 = 1,4  (3) 

Thay (3) vào (*) ta được công thức nghiệm tổng quát của phương trình sai phân là : 

Un = 5n.(-1 + 1,4.n) 

 

b. Phương trình sai phân tuyến tính không thuần nhất bậc hai:  

- Định nghĩa: Phương trình sai phân tuyến tính không thuần nhất bậc hai là phương 

trình dạng : AXn+2 + BXn+1 + CXn = Dn    , n = 0, 1, 2,.....        (1.2) 

Trong đó A ≠ 0,B và C là những hằng số;Dn là hàm số của biến số tự nhiên n 

- Nghiệm tổng quát: 

 Nghiệm tổng quát của phương trình sai phân tuyến tính không thuần nhất 

bậc hai (1.2) là tổng của nghiệm tổng quát của phương trình sai phân tuyến tính 

thuần nhất (1.1) và nghiệm riêng của phương trình sai phân tuyến tính không thuần 

nhất (1.2)  Xn = ͂xn +x*
n. 

 Với ͂xn là nghiệm của phương trình sai phân tuyến tính thuần nhất (1.1) và 

x*
n là nghiệm riêng của phương trình sai phân tuyến tính không thuần nhất (1.2) . 

Ta tính ͂xn theo 3 mệnh đề ở trên. 

Còn tính x*
n theo 1 trong 3 cách sau: 

 - Nếu A + B + C ≠ 0 thì   x*
n = 

CBA

D

++
 . 

 - Nếu A + B + C = 0 và 2A + B ≠ 0 thì    x*
n = 

BA

Dn

+2

.
 

 - Nếu A + B + C = 0 và 2A + B = 0 thì    x*
n = 

A

D
nn

2
)1( − . 

Ví dụ 3: (Thi Olympic Toán Singapore, 2001). 

Cho a1 = 2000 ; a2 = 2001 và an+2 = 2an+1 – an +3   với n = 1, 2, 3,... 

Hãy tìm giá trị của a100. 

Giải: 



Phương trình đặc trưng của phương trình đã cho là :  ² = 2  -1 có nghiệm kép là 

 1 =  2 =   = 1 và  A+ B + C = 1- 2 + 1 = 0;   2A + B = 2.1 - 2 =0. 

Suy ra nghiệm tổng quát của phương trình sai phân đã cho là: 

an = 1n.(C1 + n.C2) + 
A

D
nn

2
)1( −    hay an = C1 + n.C2 + n(n-1).1,5.  (*) 

Với n = 1 thì  a1 = C1 + C2 = 2000.                              (1) 

Với n = 2 thì  a2 = C1 + 2.C2 + 3 = 2001                      (2) 

Từ (1) và (2) ta được C1 = 2002 và C2= -2.                 (3) 

Thay (3) vào (*) ta được    

an = 1,5.n(n-1) - 2n + 2002 = 1,5.n2 – 3,5.n + 2002      (**) 

Thay n = 100 vào (**) ta được a100 = 16652. 

 

KẾT LUẬN 

         Trong báo cáo này chúng tôi đã trình bày một cách hệ thống các khái niệm cơ 

bản của phương trình sai phân cấp cao, đặc biệt là phương trình sai phân tuyến tính 

cấp hai, đồng thời chúng tôi của đưa ra các ví dụ ứng dụng phương trình sai phân để 

tìm số hạng tổng quát của dãy số. Báo cáo này rất hữu ích cho sinh viên năm nhất, 

năm hai và đặc biệt là sinh viên tham gia các kì thi Olympic. 
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