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MỘT SỐ VẤN ĐỀ VỀ KHÔNG GIAN VECTO TOPO



1. Định nghĩa tập lồi, tập cân đối,

tập hấp thụ, không gian lồi địa

phương, không gian vecto tôpô

(và các tính chất cơ bản nhất).

- ĐN1: Tập A trong KGVT E được gọi là tập lồi nếu x, y  A thì x + y  A,

trong đó  ≥ 0,  ≥ 0 và  +  = 1.

- ĐN2: Tập A được gọi là tập cân đối nếu  x A thì x A,   mà || ≤ 1.

- ĐN3: Tập A trong KGVT E được gọi là tập hấp thụ nếu  x  E,   > 0 sao

cho x  A, : || ≥ .

- ĐN4: Không gian vecto trên trường K, trên đó có trang bị một tô pô tương

thích với cấu trúc đại số được gọi là không gian vecto tô pô.

- ĐN5: Không gian vecto tô pô E gọi là không gian lồi địa phương nếu E có 1 cơ

sở lân cận gồm các tập lồi.



1. Định nghĩa tập lồi, tập cân đối,

tập hấp thụ, không gian lồi địa

phương, không gian vecto tôpô

(và các tính chất cơ bản nhất).

* Tính chất 1: Mọi lân cận của x  E nhận được bởi sự tịnh tiến lân cận nào đó

của 0  E. Tức là, U là một lân cận của x  E  tồn tại lân cận V của 0  E sao

cho U = x + V.

* Tính chất 2: Bội vô hướng khác 0 của một 0-lân cận là một 0-lân cận.

* Tính chất 3: Mọi 0-lân cận U là hút, nghĩa là với mọi x  E, tồn tại  > 0 sao

cho x  U với mọi || < , và có một 0-lân cận V để V + V  U.

*Tính chất 4: Mọi 0-lân cận chứa một 0-lân cận cân. (0-lân cận U gọi là cân nếu

x  U : || ≤ 1 x  U).



2. Chứng minh bao đóng của tập

lồi là tập lồi, bao đóng của tập cân

đối là cân đối.

+Giả sử A là tập lồi, ҧ𝐴 là bao đóng của A.

Xét x, y  ҧ𝐴, ta có ቊ
𝑈𝑉 𝑥 : 𝑥 𝑈 𝐴
𝑉𝑉 𝑦 : 𝑦 𝑉 𝐴

  [0, 1], dễ thấy (U + (1-)V) V(x + (1-)y)

Mà (U + (1-)V)  (A + (1-)A) = A (do A lồi)

Vậy: (x + (1-)y)  ҧ𝐴   [0, 1],  x, y  ҧ𝐴.



2. Chứng minh bao đóng của tập

lồi là tập lồi, bao đóng của tập cân

đối là cân đối.

+Giả sử B là tập cân đối. Xét x  ത𝐵. Xét : 0 < || ≤ 1.

Với U  V(x) 
1


U  V(x) 

1


UB .

Suy ra y 
1


UB  ቊ

𝑦𝑈
𝑦𝐵

(do B cân đối và || ≤ 1)

Do đó, U  B    U  V(x)  x  ത𝐵   thỏa mãn: 0 < || ≤ 1.

Nếu  = 0  x  ത𝐵: 0 = x B  ത𝐵.

Như vậy, x  ത𝐵  ത𝐵,   thỏa mãn: 0 < || ≤ 1.

Vậy ത𝐵 là tập cân đối.



3. Định nghĩa phiếm hàm

Minkowski.

Phiếm hàm Minkowski của một tập

tuyệt đối lồi, hấp thụ là một nửa

chuẩn.

ĐN1: Giả sử E là KGVT trên trường K. Một p: E → R được gọi là nửa

chuẩn trên E nếu nó thỏa mãn các điều kiện:

1) p(x) ≥ 0,

2) p(x) = ||.p(x), x  E,    K,

3) p(x + y) ≤ p(x) + p(y) x, y  E.

ĐN2: Với mỗi tập tuyệt đối lồi, hấp thụ A  E, có tương ứng một nửa

chuẩn pA:

PA (x) = inf{:  > 0, x  A}

Nửa chuẩn tương ứng với tập hợp tuyệt đối lồi xác định như trên được gọi

là phiếm hàm Minkowski của A.



4. Chứng minh:

a) Trong không gian lồi địa phương

E, nửa chuẩn p liên tục khi và chỉ

khi nó liên tục tại O.

b) Phiếm hàm Minskowski Pu của

tập tuyệt đối lồi, hấp thụ U là liên

tục khi và chỉ khi U là lân cận của O.

a) Nếu p liên tục tại 0 thì  > 0,  lân cận V sao cho: x  V: p(x) =

|p(x)| = |p(x) – p(0)| < .

Với a tùy ý  E: |p(x) – p(a)| ≤ p(x – a) <   x  a + V.

Vậy p liên tục tại a bất kỳ.



4. Chứng minh:

a) Trong không gian lồi địa phương

E, nửa chuẩn p liên tục khi và chỉ

khi nó liên tục tại O.

b) Phiếm hàm Minskowski Pu của

tập tuyệt đối lồi, hấp thụ U là liên

tục khi và chỉ khi U là lân cận của O.

b) + Nếu U là lân cận thì  > 0: pU(x) ≤   x  U là lân cận.

Vậy pU liên tục tại 0.

+ Giả sử pU liên tục tại 0: {x: pU(x) < 1} là tập mở  U.

0  {x: pU(x) < 1}  U là lân cận của 0.

V = { x: pU(x) < 1}  ത𝑉= { x: pU(x) ≤ 1}

 V  U  ത𝑉

 ሶ𝑈= V và ഥ𝑈= ത𝑉.



5. Trình bày định lý Hahn-Banach

về tách tập lồi.

Định lý: Cho E là không gian lồi địa phương, A, B là các tập lồi sao cho A

B = . Khi đó, nếu A là tập mở thì tồn tại f  E’ sao cho: f(A)  f(B) = .

Chứng minh

Ta có A – B là lồi, A mở A – B mở, A B =  nên 0 A – B.

Do đó, tồn tại siêu không gian con đóng H = f-1(0) (f  E’, f  0)

Sao cho 0  H, H  (A - B) = .

Vậy 0  f(A – B).

Suy ra f(A)  f(B) = .



6. Định nghĩa tập gần compact

(hoàn toàn bị chặn). Chứng minh

tập gần compact là tập bị chặn.

*ĐN: Giả sử U là lân cận tùy ý trong KG lồi địa phương E. A

E được gọi là có độ nhỏ cấp U nếu x – y  U  x, y A.

Tập hợp A được gọi là tập gần compact (hoàn toàn bị chặn) nếu

với mọi lân cận tuyệt đối lồi U  E, A có thể phủ được bằng 1

số hữu hạn các tập có độ nhỏ cấp U, tức là A  Ai, i = 1,…,n

và Ai có độ nhỏ cấp U.



6. Định nghĩa tập gần compact

(hoàn toàn bị chặn). Chứng minh

tập gần compact là tập bị chặn.

*Tập gần compact là tập bị chặn

Chứng minh

A là tập gần compact. U là lân cận bất kỳ tuyệt đối lồi   ai, i

= 1,…,n sao cho

A  (ai + U) với i = 1,…,n

Do U là tập hấp thụ nên tồn tại i ≥ 0, i = 1,…., n: ai  iU.

Chọn  ≥ max i + 1

Suy ra A (ai + U)  (iU + U)  U.

Vậy A bị chặn.



7. Chứng minh nếu A, B là tập cân

đối thì A + B là tập cân đối.

Chứng minh hợp, giao của một họ

bất kỳ các tập cân đối là tập cân

đối.

* Nếu A, B là tập cân đối thì A + B là tập cân đối

Chứng minh

 x A,  y B,    K thỏa mãn || ≤ 1, ta có:

(x + y) = (x + y) A + B vì x A và y  B.

Vậy A + B là tập cân đối.



7. Chứng minh nếu A, B là tập cân

đối thì A + B là tập cân đối.

Chứng minh hợp, giao của một họ

bất kỳ các tập cân đối là tập cân

đối.

* Hợp, giao của một họ bất kỳ các tập cân đối là tập cân đối

Chứng minh

Xét họ {U},   I các tập cân đối.

+Đặt U = U

Lấy x  U thì tồn tại   I sao cho: x  U.

Do đó   K với || ≤ 1: x  U U.

Vậy U là tập cân đối.

+ V = V

Lấy x  V thì tồn tại   I sao cho: x  U.

Do đó   K với || ≤ 1: x  U U  x  V=U 

K: || ≤ 1

Vậy V là tập cân đối.



8. Trong không gian C(R) (các hàm

liên tục trên R), ta xác định tôpô

nhờ metric

𝒅 𝒇, 𝒈 = 𝒔𝒖𝒑
𝒙∈𝑹

|𝒇 𝒙 − 𝒈 𝒙 |

𝟏 + |𝒇 𝒙 − 𝒈 𝒙 |

Không gian C(R) với phép toán

tuyến tính thông thường có là KG

vecto topo không?

Chứng minh

* Dễ thấy d là metric vì thỏa mãn 3 tính chất của metric.

* Do trong KGVT tô pô, mọi lân cận đều là tập hút nên nếu chứng minh được

hình cầu đơn vị B(0, 1) không là tập hút thì ta có ĐPCM.

Xét B(0, 1) = {f  C(R): d(f, 0) < 1}.

Xét hàm số g(x) = x, g  C(R).

Giả sử B(0, 1) là tập hút   > 0 để g  B(0, 1)

  f  B(0, 1): g = f  f=
1


g.

Suy ra: 𝑑 𝑓, 0 = 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈𝑅

|
1


g|

1+|
1


g|

= 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈𝑅

|
𝑥


|

1+|
𝑥


|
=1.

Do đó, f  B(0, 1) – mâu thuẫn với giả thiết.

Vậy B(0, 1) không là tập hút.

Vậy C(R) không là KGVT tô pô.



KẾT LUẬN

Báo cáo học thuật đã cung cấp một

số khái niệm và kết quả trong không

gian vecto topo, giúp cho người đọc

có thể nắm bắt được những nét đặc

trưng nhất của không gian này.


