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Loi md dau
X4c suat thong ké 1a mon hoc ¢6 nhiéu tng dung trong thyc té. Lich sit da ching
minh réng nho vao tryc quan ma cic nha toan hoc,vat li,... da tim ra rat nhiéu cac
1i thuyét, dinh li, dinh luat. Tuy nhién tryc quan khong phai lic nao ciing ding.
Dé gitp céc ban biét them vé nhiing tng dung clia xac suat thong ke , dong thoi
tranh duge nhitng quan diém sai lam do truc quan mang lai, t6i da hoan thanh
béo cao nay. Bio céo trinh bay nhiing 1i thuyét chung nhat vé "duong dan" va cac
dinh nghia,dinh 1i, dinh luat liéen quan dén duong dan. Mic dit da hét stc c6 gang
,song béo cido khong thé tranh khéi nhitng thiéu sét. Vi vay rat mong nhan duge
nhitng ¥ kién phan hdi ciing nhu déng gép dé bao cédo hoan thien hon.
Ha Noi, thang 6 nam 2017
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Danh muc cac ky hiéu
1. Card : Lyc luong (Ban sb) ;

2. P(A) : Xac suat ciia bién co A;

3. (n)_n(n—l)...(n—x—i—l);
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BAO CAO HOC THUAT CAP BO MON
Tén dé tai
UNG DUNG CUA DU DONG NGAU NHIEN
Chti nhiém dé tai: Ths. Nguyén Thé Lam



Chuong 1.

Du dong ngau nhién déi xing

1. Duong dan va nguyén li phan xa

1.1. Dudng dan

Xét n = p+ ¢ ki hieu 1,9, ...,&, , mdi ki hieéu thay thé cho +1 hodac —1. Gia
st rang c6 p dau +1 va q dau —1 .
Téng rieng :

S =€1+&+ ... +€;

biéu dién sy khac biet gitta s6 dau +1 va dau —1 x4y ra tai thoi diém k
Do dé6 :
Sk — Sk—1 :Ek:ﬂzl,So:O,Sn:p—q (1.1.1),

véi k=1,2,...,n.

Xét he toa do vuong goc t,x (truc ¢ 1a ndm ngang va truc x la thang ding). Mdi
bo sap thit tu (g1, €9, ..., &,) sé duge biéu dién bdi mot dusng da gidc ma canh thi
k ctia n6 c6 do doc e, va dinh thi k cud né c6 tung do Sy. Nhitng duong nhu
thé sé duge goi 1a duong dan. Cho n > 0 va z 1a cic s6 nguyén. Mot duong dan
(51,8, ...,.8,) tit diem géc t6i diem (n,z) 1a mot duong da gidc ma cac dinh clia
no6 c6 cac hoanh do 14 0,1, ..., n va cac tung do 1a Sy, Sy, ..., S, théa man (1.1.1) véi
S, = x, n: do dai ctia duong dan. C6 2" duong dan do dai 1a n. Néu c6 p dau +1
va ¢ dau —1 thi

n=p+qr=p—q (1.1.2).

Mot duong dan tit diem gbc t6i mot diém tiy ¥ (n,z) chi ton tai néu n va x c6

dang (1.1.2). Trong truong hgp nay p diem &, > 0 c6 thé duge chon tit n = p + ¢



Hinh 1

Mw=<i+q)=<z+q) (1.1.3)

Quy uée N, , = 0 néu n va z khong c6 dang (1.1.2). V6i quy ude nay ta sé ¢c6 N, .

cO san theo :

cach khac nhau.
dudng dan khac nhau tit diem goc téi diem tiy ¥ (n, z).

1.2. Nguyén li phan xa

Cho A = (a,a) va B = (b, 8) 1a nhitng diém nguyén thuoc géc phan tu thit nhat
:b>a>0,a>003>0. Diém ddi xing ctia A qua truc ¢t 1a A’ = (a, —a) (Hinh
1). (Nguyeén i phan xa). S6 duong dan tit A t6i B ma cham hodc cit truc x bang
s6 duong dan tit A’ téi B.

Chiing minh. Xét 1 duong dan (s, = a, Sai1, ..., Sp = ) tit A t61 B thdéa man co
1 hoac nhiéu dinh nam trén truc t. Goi t 1a hoanh do ctia dinh dau tién niam
trén truc t (xem Hinh 1), ttc 1a chon t dé s, > 0,...,s,.1 > 0,5, = 0. Khi d6
(—Sas —Sat1s s —St—1,5t = 0, 8441, St42, .-, Sp) 12 dudng dan tit A’ t6i B v c6 T =
(¢,0) 1a dinh dau tien ctia n6 ma nam trén truc t. Cac doan AT va AT 1a d6i xting
v6i nhau. Do d6 ton tai mot mdi tuong tng 1 — 1 gitta s6 dudng dan tit A’ t6i B
va 86 duong dan nhu thé tit A t6i B ( duong dan ma c6 1 dinh & trén truc x). O

(Dinh i b6 phiéu). Cho n va x la nhimg so nguyén duong. C6 chinh zdc
T x ? z ?
—. N, duong dan (s1, ..., S, = x) tu diem goc tdi diém (n,x) sao cho s > 0, ..., s, >
n
0.

Chatng minh. Ta c¢6 : S6 duong dan tit diém goc t6i diém (n,z) sao cho s; >
0,...,8, > 0 biang s6 dudng dan tit diém (1,1) t6i diém (n,z) ma khong cham va
cling khong cat truc t.

Theo b6 dé trén s6 duong dan nhu thé bing :

pt+q—1 ptq—1
Nn—l.a}—l - Nn—l.a;+1 - -
p—1 D

+ — —
_(prapoa_yopoa vy
P p+q n



2. Su tré ve goc

Mot duong dan (si, ..., s,) dugc xem nhu sy ghi lai clia viec tung 1 dong xu n
lan lién tiép . Day céc tong riéng sq, ..., s, sé dugc danh dau nhu cac diém trén truc
thing ding z. Ching sé dugc goi 1a céc vi tri clia 1 hat ma thuc hién 1 du dong
ngau nhién. Hat sé Chuyén dong theo bac don vi, lén hodc xudéng trén mot duong
thang. Mot duong dan bicéu dién su ghi lai ctia 1 chuyén dong nhu thé.

Ta ki hiéu cac buée nhay la Xy, Xs, ..., X, va cac vi tri ctia hat 1la Sy, 5, ..., S,

trong d6 X; 1a cac dai lugng ngau nhién doc lap.
1

Tt 1 duong dan cu thé bat ki ¢6 thé doc dugce céc gia tri tuong ting ciia X, Xo, ..., X,

Duong dan (1,2,1,0,—1,0) 6 :X; = Xo = Xg = 1, X3 = Xy = X5 = —1. Ki
hiéu bién c¢6 "Tai thoi diem n hat 1a & diém r " 1a {S,, = r}. Ki hiéu xac suat clia
bién ¢6 nay 1a p,,. S6 N,, duong dan tit diém goc t6i diém (n,r) duge cho béi
(1.1.3) va do dé6 ta c6 dinh 1i sau:

Dinh 1y 2.2. Xdc sudt dé " tai thoi diém n hat 1o 6 diém r" duge cho bdi cong

thic sau:
n —
por=p{sn=r}=| nar |27 (122).
2
Chatng minh. Theo cong thitc (1.1.3) ta c¢6 : S6 duong dan tit diém gbc téi diém
(n,r) la:
+ +
Nn,r = b = P ,
p q
n=p+ n
trong do : pd :p:n+r:Nn7T: n+r
r=p—q 2 5
1 n n
Vay pp,r = | ntr | = | ntr 27" []
2 2

Su tré vé (diem) gbe xay ra tai thoi diem k néu S, = 0. Trong dinh nghia
trén k phai chn . Cho k=2v. Khi d6 xac suat ctia " Sy trd vé goc xay ra tai thoi



2v

didm k = 20" 1a Do = Uy = (
v

) 272 (1.2.3). Xac suit dé su trd vé goc

khong xay ra tai cac thoi diém nhé hon hoiic bang 2n 1 giéng nhu xac suat dé su

tré vé gbc xay ra tai thoi diem 2n. Tic la:

Trong cong thic (1.2.4) bién ¢d ¢ vé trai xay ra véi moi S; > 0 hodc v6i moi
S; < 0. Khé ning xay ra 2 diéu ngdu nhién nay la nhu nhau, do dé ching ta c6

thé viét lai (1.2.4) duéi dang:
1
P{Sl >0,..., Son > O} = §UQn (125)

Chitng minh. Xét tat ca cac gia tri c6 thé ctia Sa,. RO rang la :

P{S1>0,..,8, >0} =Y P{S1>0,.., 5, 1>05,=2r} (126).
r=1
V6i P{S; > 0,5y >0,..., 89, 1 > 0,5, =2r} =0 néur > n.
Theo dinh 1i bé phiéu thi s6 duong dan théa méan diéu kien dude chi ra & vé phai
bang :

N2n71,2r71 - N2n71,2r+1
=1
= P{S1>0,5>0,...,5p-1 > 0,5, >0} = Z §(p2n—1,2r—1 — Pan—12r+1)
r=1

1 1 1

=5 (P2n—11 — Pon—1,3 + P2n—13 — Pon—15+ -..) = §P2n—1,1 = §U2n~ []

B6 dé 1 ¢6 thé duge phat biéu lai theo céch sau :
P{Sl Z 0, ...,SQn Z O} = U9op (127)

That vay, mot duong dan do dai 2n véi tat ca cac dinh & phia trén truc x sé di qua
diém (1.1). Coi diem nay nhu diém géc mdi chiing ta sé duge 1 duong dan do dai
2n — 1 véi tat cd cac dinh § phia trén hodc nam trén truc z mdi . Diéu nay chi ra

rang :
1
P{Sl > 0, , ...,Sgn,1 > O,SQn > O} = §P{51 > O, , ...,Sgn,1 > O} (128)

nhung Ss,—1 12 1 86 1é, do d6 Sy,—1 > 0 chi ra Sy, > 0. Xac suat & vé phai trong
cong thice (1.2.8) do d6 giong nhu (1.2.7) va bdi vay (1.2.7) la dang.



3. Su tré ve goc lan dau

Su tré vé gbc lan dau tién xay ra tai thoi diém 2v néu S; # 0, ..., Say_1 # 0 nhung
S5y = 0. Ki hieu xac suat cho bién cb "Su tré vé goc lan dau xay ra tai thoi diém
2v" 1a f3,. Theo dinh nghia = f, = 0.

3.1. Maobi lién hé gita f, va uo,

Xéc suat dé sy tré vé goc lan dau xay ra tai thoi diem 2n duge cho béi:
fon = Uop_o —ugn, n=12 .. (1.3.1),

hoac

1

fon =5

Chitng minh. Xét 1 duong dan (Si, ..., Sa, v6i Sa, = 0. C6 2 trusng hgp xay ra :
Trudng hop 1: Sy tré vé gbe lan dau xay ra tai thoi diém 2n.

Trudng hop 2: Sy trd vé gbe lan dau xay ra tai thoi diem 2k < 2n va sau (2n—2k)
don vi thoi gian nita thi su trd vé géc mdéi xay ra tai thoi diém 2n.

Dé thay xac suat trong trusng hgp 2 bang fortan_ok. Bdi vi ¢6 22 for, duong dan

22024, o duong dan tit diém

do dai 2k ma két thic vé6i su trd vé goc lan dau va
(2k,0) t6i diém (2n,0).

Diéu nay chi ra rang :
Ugp = follgn—2 + fatlzn-a + ... + foaro, n <1 (1.3.3).

Dinh nghia (1.3.1) ¢6 thé phat biéu lai nhu sau :" Sy trd vé goc lan dau xay ra tai
thoi diém 2n néu cac didu kien S; # 0, ..., S, # 0 la ding v6i k = n — 1, nhung
khong dung vé6i k = n. Theo (1.2.4) =

f2n = Ugp—2 — U2p, n = 1,2,... (131)

. . 1
Bién doi (1.3.1) ta dugc fo, = ﬁugn (1.3.2). O
n R

4. Sy viéng tham cudi cung va su dan dau

Sy viéng tham cudi ciing t6i diém gdc xay ra tai thoi diém 2k (2k < 2n) néu :
Sop = 0;Sop11 # 0,..., 52, # 0.



Dinh 1y 4.3. ( Ludt arcsin cho su viéng tham cudi cing) Xdc sudt dé su viéng

tham cuoi cung tdi diém goc wdy ra tai thoi diém 2k(2k < 2n) dugc cho bdi :
Qog.an = Usplon—ok, k = 0,n  (1.4.1).

Chatng minh. Xét cic duong dan théa man diéu kieén :
Sor = 0; Sop1 # 0,..., 52, 0. (%)

2k dinh dau tien c6 thé dugc chon theo 2%uy, cach khac nhau. Coi diém (2Fk,0)
nhu 1a diém goc méi. Theo (1.2.4) = (2n — 2k) dinh tiép theo c6 thé duge chon
theo 22" 2ky,, o1 cach = x4c suat dé sut viéng tham cudi cling t6i diem goc xay
ra tai thoi diém 2k(2k < 2n) Ia :

1 _
—— 2% U 2" U, gy = UnUzn—o-

22n
]

Sut phan bo x4c suit ma gan lién vai gia tri agy 9, tai thai diém 2k duge goi

14 phan bd arcsin roi rac cap n. Su phan bd 1a ddi xing, tiic 14 :aok 2, = Qon—2k 2n-

Dinh 1y 4.4. (Ludt arcsin rdi rac cho thoi gian tam tri) Xdc suat dé trong khodng
thoi gian tw 0 dén 2n ,hat danh 2k don vi thoi gian & phia duong va 2n — 2k don

vi thoi gian & phia am la bang qak 2,

Chitng minh. Xét cac duong dan véi do dai ¢6 dinh 1a 2n, ki hiéu by o, 12 x4c suat

dé c6 dung 2k canh ndm & phia trén truc ¢.Ta phai ching minh:
b2k,2v = 012,1&21, (142)

(1.2.7) khing dinh ring by, 2, = ug,. Do tinh d6i xting nén ta ciing c6 by 2, = Us,.
Do d6 ta chi can chiing minh (1.4.2) v6i 1 < k < v — 1. Gia st rdng ¢6 dung 2k
trong s6 2n don vi thoi gian hat ¢ phan duong v6i 1 < k < v — 1. Trong trudng
hgp nay su trd vé goc lan dau phai xdy ra tai thoi diém 2r nao do (2r < 2n). C6 2
kha nang :

Kha nang 1: Phan duong dan cho téi thoi diém 2r 14 & phia duong. Trong trudng
hop nay r < k < n—1, vd phan dudng dan 6 bén phai dinh (2r,0) c¢6 ding 2k — 2r
canh & phia trén truc (¢). Hién nhién s6 dusng dan nhu vay bang :

1

2r 2n—2r
5-2 for-2 Dok—2r2n—2r-



Kha ning 2: Phan dudng dan cho t6i thai diém 2r 1a & phia am. Trong truong
hgp nay, phan (dudng dan) ¢ bén phai dinh (2r,0) c6 ding 2k canh & phia trén
truc (t), do d6 n —r > k. S6 duong dan nhu thé bang :

1
3 -22rf2'r'22n_2r'b2k,2n—2r

k n—k
1 1
= bopon = 3 ; forbok—2r.2n—2r + 3 TZ:; farbokon—or (1<k<n-—1) (1.4.3).

Ta sé chiing minh (1.4.2) bang phuong phap quy nap.
Y Voiv=1= (1.4.2) ding.
+ Gia st (1.4.2) dang v6i v < n — 1. Do dé6 tit (1.4.3)

k n—~k
= bogon = “Uan—ok Y forliog—or + =Usg Jorton—ok—2r
2 r=1 2 r=1
1 1
= §U2n—2k-u2kz + §U2k'u2n—2k

= Ugn—2k- U2k, = Q2 2n-

= (1.4.2) ding véi v = n. O

5. Su doi dau

Mot su thay doi vé dau dude néi 1a xay ra tai thoi diem n néu S,_; va Spa1 la trai
dau. Ttc 1a néu duong dan cat truc (¢). Trong truong hop nay S, = 0 va do d6 n

phai 1a 1 s6 nguyén duong va chén.

Dinh 1y 5.5. Xdc sudt dé tdi thoi diem 2n+ 1 da zdy ra r lan su thay doi ve dau

la fr,2n+1 = 2p2n+1,27‘+1-
Noi cach khdc:

gr,2n+1 =2P {S2n+1 =2r + 1} , T = 07 ]., (151)

Chitng minh. Trudc tién ching ta dién dat lai dinh 1 theo 1 dang thuan tién hon.
Néu bude nhay dau tién t6i diém (1,1), chiing ta sé coi diém nay nhu diém gbc ctia
1 he toa do mdi. Khi d6 duong dan cit truc ndm ngang (¢) ciia he toa do cii ta coi
nhu cat é miic —1. Truong hop S; = —1 duge lam tuong t.

Véi cach lam nhu vay thi dinh 1f 1 sé tuong duong v6i ménh dé sau day:"Xéc suat
dé t6i thoi diém 2n , mitc —1 dugde cit r 1an bang 2pa, 41.2041-



+) Xét truong hop r = 0. Khi d6 duong dan sé khong cat ¢ mitc -1. Do d6 n6 cling
sé khong cham (ho#ic cit) é mitc —2 = Sy, phai 14 1 s6 nguyén chén va khong am.
Véi k > 0, tit bd dé& phan xa = s6 dudng dan tit diém (0, 0) t6i diém (2n,2k) ma
cham mitc —2 bing s6 duong dan tit diém (0,0) t6i diém (2n, 2k + 4). Xac suat
dé t6i diem (2n, 2k) duong dan van chua cham mitc —2 bang po, or — Panokia- XAC
suat dé t6i thoi diém 2n duong dan van chua cham mtc —2 la:

P = Z (P2n.2k — Pon,2k+4)

k>0
= P2n,0 — P2nd T DP2n2 — P2n6 + P2nda — P2ng + .-
= P2n,0 T P2n,2-

Miit khac ponyi1 = % (Pano + panz)  (1.5.2).

( do mdi duong dan ma di qua diem (2n+ 1, 1) thi sé phai di qua diém (2n, 0) hogc
(2n,2))

P = 2p9p111 = ménh dé diang véi r = 0.

+) Xét truong hgp r =1

Mot dudng dan ma cit mic —1 tai thoi diém 2v — 1 c¢6 thé duge phan tich thanh
2 dudng dan : Duong dan thit 1 tir diém (0, 0) t6i diém (2v, —2) va duong dan thit
2 ¢6 do dai 2n — 2v ma bat dau tai diém (2v, —2). Duong dan thi 2 ching ta cé
thé ap dung két qua v6i r = 0 nhung v6i S; = —1 ma khong phai 1a 1.

Ta ¢6 : S6 dudng dan c6 do dai 2n — 2v véi diém gbc 1a (2v, —2) va khong cat mic
—1 chinh I bang s6 dudng dan tit diem (2v, —2) t6i diem (2n + 1, —3). Nhung méi
duong dan nhu vay ma két hop v6i duong dan thi 1 ta sé dude 1 duong dan tu
diém (0,0) t6i diém (2n + 1, —3). Do d6 s6 dudng dan do dai 2n ma cat mitc —1
sé bing s6 duong dan tit diém gbc t6i diem (2n + 1, —3) va bang 22" L.py, 115 =
ménh dé ding véi r = 1.

Khéang dinh ménh dé ding véi r tiy § dude suy ra bing phuong phép quy nap. O

Hé qua: Ki hiéu &, 1a xac suat dé trong n phép thit sé xdy ra r lan sy
thay doi vé dau . Khi do6 &, sé giam khi r tang.
Thc la :
Son > &n > En >



6. Cac gia tri 16n nhat va su di qua lan dau tién

Ta noéi gia tri 16n nhat ctia mot duong dan 1a nhé hon r néu tat ca cac dinh cua
dudng dan nay déu nam & phia dusi duong thing =z = r,tic la dudng dan thoa

man diéu kién sau :
SO <7",Sl <7",...,Sn<?" (161)

Gia tri 16n nhat s& > 0 bdi vi Sy = 0. Cho diém A(n, k), k < r. Mot dudng din
tit 0(0,0) t6i A ma cham hosic cat dudng thang x = r néu n6 vi pham diéu kién
(1.6.1). Theo nguyén 1i phan xa, s6 duong dan nhu thé sé bang sd6 duong dan ti
diém gboc téi diem A'(n,2r — k). ( A’ 1a diém déi xing clia A qua duong thing
r=r).

Tt nhan xét trén ta c6 bo dé sau day:

B6 dé 1: Cho k > 7. Xéc suat dé 1 duong dan do dai n (tit diém gbc) t6i diém
A(n, k) va c6 1 gia tri 16n nhat < r bang : ppo,—x = P{S, = 2r — k}.

Dinh 1y 6.6. Xdc sudt dé gid tri lon nhat cia 1 duong dan do dai n bang r > 0 la
Py Py > 0

S Pngr + Pnr+1 =
Prnr+1, Pngr+1l > 0

Chiing minh. Xéc suit dé gia tri 16n nhat bang 7 14 :p,2rx — Pnorio—k

Xac suat dé 1 dusng dan tuy ¥ do dai n co 1 gia tri 16n nhat bing r 1a :

Z (pn,2rfk - pn,2r+27k) = Pn,r + Pnr+1-
k<r

Néu n va r cung chén hodc cung 16 = P, 1 = 0. O
V6i r = 0 va do dai clia duong dan la mot s6 chén (2n) ta co:
P{Sl S 0, 52 S 0, ...,Sgn S O} = U9on (162)

Cong thitc (1.6.2) tuong duong véi cong thiic (1.2.7). Do d6 ching ta thiy rang
dinh 1i 1 chinh la sy khai quat ctia bo dé (1.2.4). Mot su di qua diém 7 lan dau

tien (r > 0) 1a dién ra tai thoi diém n néu :

Sy <71y, Spo1<rS,=r (1.6.3).



Hinh 2

Dinh 1y 6.7. Xdc sudt dé su di qua diém r lan dau tién xdy ra tai thoi diém n la

1
¢T,n - 5 [pn—l,r—l — pn—l,’l’-‘rl] (164)

1 n—1 n—1 r[n B
=3 n+r—2 | —| n+r =\ ntr 27" (1.6.5).
2 2 2

Chitng minh. Dé& thay 1 dudng dan théa man diéu kién (1.6.3) phai di qua diém
(n — 1,7 — 1) va gid tri 16n nhat ctia n6 cho dén thoi diém n — 1 phai la r — 1.

Chung ta thay xac suat cho bién ¢6 nay chinh 1a p, 1,1 — pr_1,41. O

(Xac suat dé su di qua diém 7 lan dau tién xay ra truée thoi diém N la

D> Do

n<N

Dinh 1y 6.8. Xdc sudt dé (hat) trd vé diém goc lan thi r xzdy ra tai thoi diém n
la : ¢7‘,n—r .

Chimg minh. Xét 1 dudng dan tit diém goc t6i diem (n,0) ma c6 tat cd cac canh
nam & phia dudi truc (¢) vd c6 ding r — 1 dinh thuoc truc (¢). Duong dan thoa
man cic dieu kién noi trén duge goi 1 duong dan dai dién ( hinh 2 chi ra 1 duong
nhu thé v6i n = 20 va r = 5). Mot dudng dan dai dién bao gom r dudng dan nhd
. Mbi dudng dan nhé cé cac diém cudi thuoe truc (¢). Bing viec gan cac dau khéc
nhau cho cac dinh trong titng dudng dan nhé ( tic 1a bang viéc 1ay ddi xiing ting
duong dan nhé qua truc (¢) ) ta sé duge 2" dudng dan khac nhau. Méi dusng dan
nay déu trd vé diém gbc lan thit » tai thoi diém n. Do d6 dinh li duge phat biéu
lai nhu sau :" S6 duong dan dai dién do dai n bang s6 duong dan do dai n —r ma
két thic vé6i 1 su di qua diém r lan dau tien". Diéu nay la ding, béi vi néu trong
1 duong dai dién ta bd di » canh théa man "cac diém cudi & bén trai ctia cac canh
nay la nam trén truc (¢)" ta sé duge 1 duong dan do dai n — r ma két thic véi "su
di qua diém 7 lan dau tien ". Ngugc lai néu ta chen r canh véi do déc am ma bat
dau tai diém gdc va r — 1 dinh ta sé dugc mot duong dan dai dien do dai n ( xem
Hinh 2). O
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7. Db6i ngau. Vi tri cta gia tri 16n nhat

Mbi duong dan tuong tng véi 1 day hitu han cac dau +1 va —1, va néu dao
ngude thit tu clia cac s6 hang ta sé duge 1 duong dan mdéi. Vé mit hinh hoc, dudng
dan méi thu duge bang viec quay dusng dan cit 180° quanh diém (n, S,) ( dudng
dan cii di tit diém O(0,0) t6i diém (n,S,)), va coi diém (n,S,) nhu la diém gbc
ctia 1 hé toa do mdi.

Theo trén, suy ra v6i mdi 16p dudng dan C tuong ting sé c¢6 1 16p duong dan méi
C" ma CardC = CardC'. Néu cac buéc nhay ctia du dong ngau nhién ban dau I
X1, Xy, ..., X, thi cdc bube nhdy ctia du dong ngau nhién mdi 1a :

Xi=X, X=X, (L7.).

Va cac dinh ctia du dong ngau nhién méi duge xac dinh béi cac tong rieng:
St=Xit .+ X;=5,—Sus (L7.2).

Sg=0,5%=S5,. Dudong ngau nhién méi duge xéc dinh béi cac cong thice (1.7.1)
va (1.7.2) duge goi 1a du dong ngau nhién d6i ngau ciia du dong ngau nhieén ban
dau. Vé6i mdi bién c¢6 A duge xac dinh trong du dong ngau nhién ban dau tuong
ting s c6 1 bién ¢6 B trong du dong ngau nhieén dbi ngdu ma P(A) = P(B).
Diém (n, S,) ctia duong dan duge goi la diém cudi (diém két thic). Cac vi du:
Vi du 1: Céac thsi diém di qua dau tién

Céc bién ¢6 A= {57 >0,j=1,2,...,n} (1.7.3)

va B={S,>5;,7=0,1,...,n—1} (1.7.4)

la d6i ngau ctia nhau (S duge xac dinh trong (1.7.2)).

Bién c6 B c6 nghia la :" Mot chuyén tham t6i diem cudi khong thé xdy ra trudc
thoi diém n ".

Tu (1.2.5) = P(A) = %Ugv (n=2v>0).

Véin =2v+1 tacting c6 P(A) = %ugv (n=2v>0).BéiviS;,>0= 55, >0.
Do P(A) = P(B) nén ta c6 : Xac suat dé sy di qua 1 diém duong dau tien ma
dién ra tai thoi diém n bang 5tz véi v = g, hosic v = n% (Diéu nay dung vdi
n = 1 nhung lai sai véi n = 0).

Vi du 2 :Tinh lién tuc

Xét bién ¢d B véi S, = r. Bién c¢6 d6i ngau bao gom cac duong dan tit diém gbc
t6i diém (n,r) véi tat ca cac dinh nim & phia trén truc (t). S6 dudng dan nhu vay
duge suy ra tit bé dé phan xa (véi A = (1,1) va B = (n,7r) )

Vi du 3:Gia tri 16n nhit tai diém cubi

11



Cho cap doi ngau :
C={5>0j=Tn}
C'={S,>5;,j=0n—-1}
Bién c6 C' xay ra khi S,, dat gia tri 16n nhat, tham chi gia tri 16n nhat nay dat
duge trude thoi diém n.
. . n . . n+1
Tu (1.2.7) suy ra : P(C") = P(C) = ug, véi v = 5 hodc v = 5
Dé thay P(C") = P(C) = 2P(A).

Vi du 4: Dinh 1y arcsin cho chuyén thim dau tién t6i diém cubi

Xét bién c6 D :" Chuyén tham dau tien t6i diem cubi x4y ra tai thoi diém 2k ".
Tiic Sar, = Say, Sj # Sap V61 j < 2k.D 1a d6i ngau ctia bién ¢6 D' :" Chuyén tham
cubi cling t6i diem goc x4y ra tai thoi diém 2k .

Theo 1.4 suy ra P(D) = P(D') = qag 20 = UsUop—2k, (K =0,...,0).

Vi du 5: Dinh 1y arcsin cho vi tri ctia gia tri 16n nhéat

Cho n = 2v. Gia tri 16n nhat dau tién xay ra tai thoi diém k néu :

So < Sky ooy Sk—1 < Sk (1.7.5a)

Vi Skir < Spyos So < i (1.7.50)

Theo vi du 1, x4c suét ctia (1.7.5a) 1a %ugp (k=2p,p #0).

X4c suat ctia (1.7.5b) chinh 1a x4c suat dé mot duong dan do dai 2v — k véi tat ca
cac dinh ndm & phia dudi hodc ndm trén truc (¢). Theo vi du 3 x4c suat nay bang
Ugp—2p (k= 2p).

Do d6 néu 0 < k < 2v thi xac suat dé trong day Sy, ..., Sz, gia tri 16n nhat dau tien

x4y ra tai thoi diém k = 2p la : §u2pu2v_2p.

PN 1
V6i k = 0 va k = 2v thi xac suat lan lugt 1& ug, va 5%21,.
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Chuong 2.

Cac vi du tng dung

1. Ij’ng dung ctia dudng dan trong thuc té

1.1. Dinh li bé phiéu

Meénh dé:" Gia si rang trong 1 dot bé phiéu kin, ngusi tng ¢t P duge p phiéu
bau va ngudi ting cit ) dudc ¢ phiéu bau (p > ¢). Khi d6 xac suat dé sé phiéu bau
cho P 16n hon s6 phiéu bau cho Q la :

r—q)/p+aq)”

Toan bo s6 phiéu da bau c6 thé duge biu dién béi 1 duong dan do dai p + ¢ trong
d6 e, = +1 néu phiéu tht k 1a bau cho P; ngugc lai méi duong dan tir diém gbc
t6i diém (p+ ¢, p— q) c6 thé duge hiéu nhu 1 sy ghi lai dot bo phiéu véi tdng p+ ¢
phiéu da bau.Ngudi ttng cit P dan dau vé s6 phiéu néu va chi néu S; > 0, ..., S, > 0,

nghia 1a tat ca cdc dinh déu ndm & phia trén truc (¢).

1.2. Kiém tra thi tu hang ctia Galton

Gia st rang mot dai lugng ( vi du nhu chiéu cao ciia cay) duge do bang mot
trong r doi tuong xit 1i va ciing duge do bing mot trong r déi tuong dicu khién.
Ki hiéu céc két qua do lan lugt 1& ay, ..., a, va by, ..., b,. Gid stt rang a; > as > ... ,
by > by > ... va khong c6 2 quan trac nao trung nhau. Ta sé két hop 2 day thanh 1
day gom n = 2r s6 dudc sap xép theo thit tu gidm dan. Mot xit 1i thanh cong néu
tat cd a déu ding trude b, trai lai mot xit 1f khong tot sé dan dén mot vi tri ngau

nhién ctia a va b. Do d6 hiéu qua xit 1 sé can cit vio s6 cac s6 ading trude b ma co
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ciing hang véi b, tiic 1a :can cit vao s6 cac chi s6 dudi & ma aj, > b,. Galton da nghi
ra y tudng trén vao nam 1876. Dé minh hoa ¥ tudng trén ta sé xét dusng dan do
dai 2n nbi diem goc t6i diem (2r,0). Trong d6 e, = +1 hodc —1 néu s6 hang thit
k ctia day két hop la a hodc b. Bién c¢6 a, > b, xay ra néu va chi néu so;_; chia
it nhat k& dau +1, tidc 1a néu sop_1 > 0 = s, > 0. Do d6 cac canh thi 2k — 1 va
2k phai & phia trén truc (¢). Nhu vay bat dang thiic a; > by diing v 1an néu va chi

néu 2v canh nam & phia trén truc ¢

1.3. Tro choi tung dong xu

Trd choi tung dong xu n lan lien tiép c6 thé duge biéu dién béi 1 dusng dan do
dai n trong d6 €, = +1 néu phép thit thit & dong xu xuat hien mit ngita. Céc tong
rieng ), bieu dién sy khac biét gitta s6 mat sap va s6 mat ngita tai phép thit thit k.

2. Minh hoa su viéng tham cu6i cung va su dan
dau

Vi du 1.Chtng ta biét phan bd Arcsin roi rac cap n la doéi xing .Tic 1a :

Qo on = 2n—2k 2n

+) Véin =2 c6 3 gia tri

+)V6i n = 10 hay xem ba

| wo
o0l N

b )

3
8

= 00

g 1 sau day (cac s6 hang trung tam luon nhé nhat)

Bang 1

Phan b6 Arcsin roi rac cap 10

k=0 k=1 k=2| k=3 k=4] k=5
k=10 k=9 | k=8| k=7| k=6
ook | 0.1762 | 0.0927 | 0.0736 | 0.0655 | 0.0617 | 0.0606

Vi du 2. Tro choi tung dong xu duge kéo dai 365 ngay. Bang sau day sé dua ra
xac suat p va thoi gian ¢, tuong ting sao cho véi xac suat p thi nguoi choi sé danh

chién thang trong khodng thoi gian < t,,.
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P tp P tp
0.9 | 153.95 ngay | 0.3 | 19.89 ngay
0.8 | 126.10 ngay | 0.2 | 8.93 ngay
0,7 99.65 ngay | 0.1 | 2.24 ngay
0,6 | 75.23 ngay | 0.05 13.5 gio
0.5 | 53.45 ngay | 0.02 2.16 gio
0.4 | 34.85ngay | 0.01 | 32,4 phut

Vi du 3.Cho duong dan (1,2,1,0,1,0,-1,-2). Khi d6 sy viéng tham cudi cung téi
diém goc xay ra tai thoi diem k = 6 va trong khoang thoi gian tit 0 dén 8 hat danh
6 don vi thoi gian ¢ phia duong va 2 don vi thoi gian ¢ phia am...

3. Minh hoa su déi dau

Vi du 1. X4c suat z, dé trong 99 phép thit (lan tung) xay ra r lan sy thay doi vé
dau dugce cho trong bang dudi day :

r T, T T,
0 0.1592 7 0.0517
1 0.1529 8 0.0375
2 0.1412 9 0.0260
3 0.1252 10 0.0174
4 0.1066 11 0.0111
) 0.0873 12 0.0068
6 0.0686 13 0.0040

Vi du 2.X4c suat z, dé trong 10000 phép thit x4y ra r lan sy thay doi vé dau la:

r Ty
10 0.0156
20 0.0146
30 0.0130

Xac suat dé trong 10000 phép thit (1an tung), vi trf dan dau thay ddi nhiéu nhat
10 1an 1a khoang 0.0174.
Vi du 3. Dudng dan (-1,0,1,0,-1,0,1,0) t6i thoi diem k = 7 da x4y ra 3 lan déi dau
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: Lan th nhat tai thoi diem k& = 2, lan tht 2 tai thoi diem k& = 4, lan tht 3 tai
thoi diem k = 6.

4. Minh hoa thuc nghiém

Hinh 3 biéu dién két qua ctia 1 thi nghiem thu duge trén may tinh. Két qua nay

mo6 phéng viec tung 1 dong xu 10,000 lan. Dudng trén ciing 1a do thi bicu dién 550
phép thit dau tien. Hai duong tiép theo biéu dién sy ghi lai toan bo 10,000 phép
thit véi ti 1é theo phuong ngang 1a 1:10, ti 1¢ theo phuong thang ding la ding nhu
hinh vé.
Nhin vao do thi ching ta sé ngac nhieén bdi khoang cach gitta 2 lan lién tiép ma
duong dan cat truc (¢). Néu ching ta quan sat do thi theo hudng nguge lai. (tic
la quan sat tit lan tung thit 10,000 cho dén lan tung thi 1). Khi d6 du dong ngau
nhién cé dic diém sau: Bit dau tir diém gbe.

Duong dan 6

Phan am Phan duong
7804 buée dau tien 8 buéc tiép theo
2 budc tiép theo 54 buéc tiép theo
30 budce tiép theo 2 buéc tiép theo
48 budce tiép theo 6 budc tiép theo
2046 budc tiép theo

Tong : 9930 budc Tong : 70 bude
Ti 1é thoi gian : 0.993 | T1 lé thoi gian : 0.007

Xac suat dé trong 10,000 nghin lan tung dong xu , ¢6 tren 9930 lan "sy dan dau "

& 1 phia va it hon 70 lan & phia con lai 1a 16n hon 1/10. Xéc suat dé xay ra sy can
bing chi 1a 0.072. Ghi lai ban dau trong hinh 3 chita 78 lan sy thay déi vé dau va
64 lan tré vé diém goc. Trong khi d6 chudi ddo ngugce chi ¢6 8 lan thay déi vé dau
va 6 lan tré vé diém gbc. Xac suat dé xay ra nhiéu nhat 8 lan sy thay doi vé dau

~0.14. Trong khi d6 xac suat dé xay ra it nhat 78 lan d6i dau la khoang 0.12.
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5. Minh hoa gia tri 16n nhat va su di qua dau
tién

Vidu 1.

a). Duong dan (1,2,3,4,3,2,1,0) c6 gia tri 16n nhat 1a 4 xay ra tai thoi diém k = 4.
b) Duong dan (0,1,2,1,0,—1,0,1,2,1) c6 gia tri 16n nhat dau tien 1a 2 va gia tri
16n nhat dau tien nay xay ra tai thoi diém k = 3.

Vi du 2.Cho dudng dan (—1,0,1,2,1,0). Khi dé su di qua diém 1 lan dau tién la
dién ra tai thoi diém k = 3 va su di qua diém 1 lan tht 2 14 dién ra tai thoi diém
k=5.

Vi du 3.Cho duong dan (—1,0,1,2,3,4). Khi d6 sy di qua diém 4 lan dau tién 1a

dién ra tai thoi diém n = 6.
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KET LUAN

Noi dung duge trinh bay trong bao céo 1a nhitng kién thiic co s6, rat dé
hiéu. Mdi mot bai trong chuong déu cé dinh nghia, dinh 1y va chiing minh khé
chit ché. Nhitng doc gid mdi bat dau hoc xac suat hoan toan cé thé doc va hiéu
dude bao cao nay. Mit khéc né ciing 1a tai lieu tham khao t&t cho nhitng ai mudn
nghién citu sau vé linh vic xac suat thong ké. Do thoi gian ¢6 han nén nhiing noi
dung dugc trinh bay trong bdo cdo van con mang tinh chat khai quat. Cac vi du
ting dung hau hét déu 1a nhing vi du hét siic don gidn. Vi vay néu ban doc mudn
tim hiéu sau hon vé bao cao c¢6 thé tham khio thém céc tai lidu dude trich & cudi
bao cao nay, cac ban c6 thé nghién citu them phan " Céc thoi diém di qua dau tien
( Chuong XI)", "Du dong ngau nhién( Chuong XIV) " trong [3].

18



TAI LIEU THAM KHAO
[1] Dao Hitu Ho, X4c suat thong ke, Nha xuit ban Dai Hoc Quoc Gia Ha
Noi (Béan in lan thi V- 1999, 1an tha VII- 2003).
[2] Dang Hung Thang, M dau veé ly thuyét xac suat va ing dung, NXB
Giao duc, 1998.
[3] William Feller, An introduction to Probability theory and its appli-
cations, Newyork. London. Sydney, Volume I, Third edition.

19



