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Ldi mé dau

X4ac suat thong ké 14 mon hoc c¢6 nhiéu ting dung trong thuc té. Lich st
da chitng minh réng nhd vao truc quan ma cac nha toan hoc,vat li,... da
tim ra rat nhiéu cac li thuyét, dinh 1, dinh luat. Tuy nhién tryc quan khong
phai lic nao ciing ding. Dé gitp céc ban biét thém vé nhing ng dung clia
xac suat théng ké , dong thoi tranh duge nhitng quan diém sai lam do tric
quan mang lai, t6i da hoan thanh bao cédo nay. Bao céo trinh bay nhing li
thuyét chung nhat vé "duong dan" va cac dinh nghia,dinh i, dinh luat lien
quan dén duong dan. Mac dit da hét stc ¢ ging ,song béo cédo khong thé
tranh khoi nhiing thiéu sé6t. Vi vay rat mong nhan duge nhitng v kién phan
hoi ciing nhu déng gép dé bao cao hoan thién hon.
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Chuong 1

Du dong ngau nhién déi xing

1.1 Dudng dan va nguyén li phan xa
1.1.1 Dudng dan

Xét n = p+q ki hieu €1, €9, ..., &, , mdi ki hiéu thay thé cho +1 hosc —1.
Gia st rang c6 p dau +1 va q dau —1 .
Tong riéng :

Sp=¢€1ter+ ...+ €k

bieu dién su khac biét giita s6 dau +1 va dau —1 xay ra tai thoi diém k
Do do :
Sp—Sp-1=¢x =11, 50=0,s, =p—q (1.1.1),

Vo k=1,2,...n.

Xét he toa do vuong goc ¢,z (truc ¢ 1a nim ngang va truc x 1a thang ding).
Mb&i bo sap thit tu (g1, €9, ...,e,) 56 duge biéu dién bdi mot duong da gidc
ma canh tht k cila né c¢6 do doéc e, va dinh thit k cud né c6 tung do Si.

Nhitng duong nhu thé sé duge goi 1a duong dan.

Dinh nghia 1.1.1. Cho n > 0 va x la cdc so6 nguyén. Mot duong dan
(S1, Sa, ..., Sp) tir diem goc tdi diem (n, ) la mot duong da gide ma cdc dinh

ctia no co cac hoanh do la 0,1, ...,n va cac tung do la Sy, Si, ..., S, thoa man
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(1.1.1) vdi S, = x, n: do dai cia duong dan.
Co6 2" duong dan do dai 1a n. Néu c6 p dau +1 va ¢ dau —1 thi
n=p+qr=p—q (1.1.2).

Mot duong dan tit diem gbc t6i mot diém tiy ¥ (n, ) chi ton tai néu n va
x c6 dang (1.1.2). Trong trudsng hop nay p diém &5, > 0 c6 thé duge chon tit

n = p+ q c6 san theo :

Npo = (i+q) _ <Z+q> (1.1.3)

Quy uéc N, = 0 néu n va x khong c¢6 dang (1.1.2). V6i quy ude nay ta sé

cach khac nhau.
c6 N, duong dan khéc nhau tit diem goc t6i diem tuy ¥ (n, ).

1.1.2 Nguyén li phan xa

Cho A = (a,a) va B = (b, 3) 1a nhitng diém nguyén thuoc géc phan tu
thit nhat : b > a > 0,a > 0,8 > 0. Diém déi xting cia A qua truc ¢ la
A" = (a,—a) (Hinh 1),

B6 dé 1.1.2. (Nguyeén li phdn za). S6 duong dan tu A tdi B ma cham hodc
cat truc x bang so duong dan t A’ tdi B.

Chiing minh. Xét 1 duong dan (s, = «, Sq41, ..., Sp = 0) tit A t6i B thdéa mén
c6 1 hodc nhieu dinh nim trén truc ¢t. Goi t 14 hoanh do ctia dinh dau tién
nam trén truc t (xem Hinh 1), ttc 1a chon t dé s, > 0,...,s,1 > 0,5 = 0.
Khi d6 (=S4, —Sat1s -y —St—1, St = 0, St41, Sta2, .-, Sp) 1a duong dan tiwv A’ t6i
B va c6 T = (t,0) la dinh dau tién cia n6 ma ndm trén truc ¢t. Cac doan
AT va A'T 1a ddi xiing v6i nhau. Do d6 ton tai mot mdi tuong ting 1 — 1
gitta s6 dudng dan tir A’ t61 B va s6 duong dan nhu thé tit A t6i B ( dudng

dan ma c¢6 1 dinh & trén truc z). O
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Hinh 1

(Dinh i b6 phiéu). Cho n va x la nhitng so nguyén duong. C6 chinh
x ~ ? Z ?
zdc —.N, , duong dan (si,...,s, = x) tu diém goc tdi diem (n,x) sao cho
n

s1>0,....,8, > 0.

Chitng minh. Ta c6 : S6 duong dan tit diém goc téi diém (n,z) sao cho
s1 >0, ..., 8, > 0 bang s6 duong dan tit diém (1, 1) t6i diem (n, ) ma khong
cham va ciing khong cat truc t.

Theo bd dé trén sé dudng dan nhu thé bang :

ptq—1 pt+qg—1
Nn—l.x—l - Nn—l.x—i—l - ( > — ( >
p—1 P

p+q pP—q p—q
- T = Nn,m— - _-Nn,x
D p+q p+q n

1.2 Su tré vé goéc

Mot duong dan (si, ..., s,) dugc xem nhu sy ghi lai ctia viéc tung 1 dong
xu n lan lién tiép . Day cac tong riéng si, ..., s, sé duge danh dau nhu cac
diém trén truc thing ding z. Ching sé dugc goi 1a cac vi tri ctia 1 hat ma
thuc hien 1 du dong ngdu nhién. Hat sé chuyén dong theo bac don vi, lén
hoic xudng trén mot dudng thang. Mot dusng dan biéu dién su ghi lai clia
1 chuyén dong nhu thé.

Ta ki hiéu cac buéc nhay la X;, Xo, ..., X, va cac vi tri cua hat 1a 51, 5o, ..., S,

trong do X; la cac dai lugng ngau nhién doc lap.

P{Xi=1}=P{X;=-1} =
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T 1 duong dan cu thé bat ki c¢6 thé doc dude céc gia tri tuong tng cla
X1, X9, X,y .

Vidul. Duongdan (1,2,1,0,—1,0) 6 - X1 =Xo=Xg=1,X3=X,=
Xy = —1.

Ki hiéu bién c¢6 "Tai thoi diém n hat 1a & diém r " 1a {S,, = r}. K{ hiéu
x4c suat ctia bién cb nay 1a p,,. S6 N, dudng dan tir diem gbc t6i diém

(n,r) duge cho béi (1.1.3) va do d6 ta c6 dinh 1i sau:

Pinh 1y 1.2.1. Xdc sudt dé " tai thoi diém n hat la ¢ diém r" duoc cho bdi

cong thic sau:

n
Por=p{sn=r}=1| n4r | 27" (1.2.2).
2

Chitng minh. Theo cong thitc (1.1.3) ta c6 : S6 duong dan tit diém goc t6i

— -
Nm:<pq):<pq>7
p q

diem (n,r) 1a :

n=p+ n+r n
trongdé:{ b = p= _2|_ :>Nn,7': n—+r
r=p-—gq
1 [ n n
Vaypn,r=2—n n+r | =1 n+r |27 [
2 2

Dinh nghia 1.2.2. Su trd vé (diém) goc zdy ra tai thoi diém k néu Sy, = 0.

Trong dinh nghia trén k phai chdn . Cho k=2v. Khi d6 xac suat cia " Su

L e ez 2v
trd ve goc xdy ra tai thoi diem k = 20" 1a: po, 0 = ug, = ( ) 2~ 2v (1.2.3).|
v

Bo6 dé 1.2.3. Xdc sudt dé su trd vé goc khong zdy ra tai cdc thoi diém nhé

hon hodc bing 2n 1o giong nhu zdc sudt dé su trd vé goc xdy ra tai thoi diém
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2n. Twce la:

P{Sl 7é 0, ...,SQn 7é 0} = P{S2n = 0} = U9p, (124)

Trong cong thitc (1.2.4) bién ¢d & vé trai xay ra véi moi S; > 0 hodc véi
moi S; < 0. Kha ning xdy ra 2 diéu ngdu nhién nay la nhu nhau, do d6

chiing ta c6 thé viét lai (1.2.4) duéi dang:
1
P{Sl > 0,..., 59, > 0} = §u2n (125)
Chitng manh. Xét tat cd cac gia tri co thé ctia Sy,. R6 rang la

P{S1>0,..,8, >0} =) P{S1>0,.,58,1>05,=2r} (126).

r=1
Véi P{Sl > O,SQ > 0, ...,Sgnfl > O,Sgn = 27“} =0 néur >n.
Theo dinh 1f bé phiéu thi s6 duong dan théa méan diéu kien dudge chi ra &
vé phai bang :

NQn—l,Qr—l - NZn—l,QT—H

=1
= P {5 >0,59>0,..,5;-1>0,5, >0} = Z 5(292%1,27’71 — P2n—12r41)
r=1
1 1 1
= 5 (pzn—l,l — Pon—13 T Pon—13 — Pon—15 T ) = §p2n—1,1 = §u2n- []

Bé dé 1 c¢6 thé duge phét biéu lai theo cach sau :

That vay, mot duong dan do dai 2n v6i tat ca cac dinh & phia trén truc «
sé di qua diém (1.1). Coi diém nay nhu diém gdc mdi chiing ta sé dugc 1
duong dan do dai 2n — 1 véi tat ci cac dinh § phia trén hofic nam trén truyc
r mdi . Diéu nay chi ra rang :
1
P{Sl > 0,, ...,Sgn_l > O,Szn > 0} = §P {Sl >0,,..., Sop_1 > O} (128)
nhung S, 14 1 86 1&, do d6 Ss,—1 > 0 chi ra Sy, > 0. Xac suat ¢ vé phai
1a

é
trong cong thic (1.2.8) do d6 giong nhu (1.2.7) va béi vay (1.2.7) 1a dang.
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1.3 Su tré vé goc lan dau

Pinh nghia 1.3.1. Su trd vé goc lan dau tien xdy ra tai thoi diém 2v néu
Sl 7& 0, ceey ng_l 7& 0 TLhU’I’Lg SQU = 0.

, PN e L « X L X S X X . N 2
Ki hiéu xac suat cho bien co "Su tré ve goc lan dau xay ra tai thoi diem

20" 1a fs,. Theo dinh nghia = f; = 0.

1.3.1 MBobi lién hé gita fa, va us,

B6 dé 1.3.2. Xdc sudt dé su tré vé goc lan dau zdy ra tai thoi diém 2n

duoge cho boi:
fgn = Ugp—2 — U2p, n = 1, 2, (131),

hoac
1

. (13.2).
o1 (132

f2n:

Ching minh. Xét 1 dudng dan (51, ..., So, V61 Sa, = 0. C6 2 truong hop xay
ra

Trudng hop 1: Su tré vé gbc lan dau xay ra tai thoi diem 2n.

Trudng hgp 2: Su tré vé goc lan dau xay ra tai thai diem 2k < 2n va sau
(2n — 2k) don vi thoi gian nita thi sy trd vé gbc maéi x4y ra tai thoi diém 2n.
Dé thay xac suat trong trudng hop 2 bang fopuen—_ok. Bl vi co 22F fy;, duong

22n_2kU2n_2k du’(‘jng

dan do dai 2k ma két thic véi sy trd vé goc lan dau va
dan tit diem (2, 0) t6i diem (2n,0).

Diéu nay chi ra rang :
Upn = follon—2 + fitlzn g + ... + fong, n <1 (1.3.3).

Dinh nghia (1.3.1) c¢6 thé phéat biéu lai nhu sau :" Sy trd vé gbc lan dau

x4y ra tai thoi diém 2n néu cac diéu kien S; # 0, ..., Sor # 0 la dung véi
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k =n — 1, nhung khong dung véi k = n. Theo (1.2.4) =

fon = Ugn—9 —ug,, n=12.. (13.1).

Bién doi (1.3.1) ta dugc fo, = U, (1.3.2). O

2n — 1
1.4 Su viéng tham cubi cung va su dan dau
Pinh nghia 1.4.1. Sy viéng tham cudi cing tdi diém goc zdy ra tai thoi

diem 2k (2k < 2n) néu : Sop = 0; Sopi1 # 0, ..., S, # 0.

Dinh ly 1.4.2. ( Luat arcsin cho su viéng tham cuoi cung) Xac sudt dé su
viéng tham cudi cung tdi diem goc xdy ra tai thoi diem 2k(2k < 2n) duoc
cho boi :

Oégkgn = U2k UIQN—2k, k = O, n (141)

Chiing minh. Xét cac duong dan théa man dieu kién :
Sor = 0; Sop1 # 0,..., 520 0. ()

2k dinh dau tién c¢é thé duce chon theo 22649 cach khac nhau. Coi diem
(2k,0) nhu 1a diém gdc méi. Theo (1.2.4) = (2n — 2k) dinh tiép theo c6 thé
dugc chon theo 227 ?%uy, o1, cach = xac suat dé su viéng tham cudi ciing
t6i diém gdc xay ra tai thoi diem 2k(2k < 2n) 1a :

1 _
-22ku2k22n 2k

o2n Uon—2k = U2kU2n—2k -

[]
Dinh nghia 1.4.3. Su phan b6 zdc suat ma gan lién vdi gid tri Qo 2n Ll
thoi diém 2k duoc goi la phan bo arcsin roi rac cap n. Su phan bo la doi
zing, tic la :aop oy = Q2% 21
Dinh 1y 1.4.4. (Ludt arcsin roi rac cho thoi gian tam tri) Xdc sudt dé
trong khodng thoi gian tiw 0 dén 2n ,hat danh 2k don vi thoi gian ¢ phia

duong va 2n — 2k don vi thoi gian & phia am la bang cap2p.
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Chitng minh. Xét cac duong dan véi do dai c6 dinh 1a 2n, ki hieu bor.on 12

xac sudt dé c6 ding 2k canh nam & phia trén truc ¢.Ta phai ching minh:

bokoy = Qo2 (1.4.2).

(1.2.7) khang dinh rang by, 9, = us,. Do tinh ddi xtng nén ta cling c6
bo2y = Ug2y. Do d6 ta chi can ching minh (1.4.2) véi 1 < k < v — 1. Gia
st rang c6 dang 2k trong s6 2n don vi thoi gian hat ¢ phan duong véi
1 <k <wv—1. Trong trudng hgp nay su tréd vé goc lan dau phai xay ra tai
thoi diem 2r nao dé (2r < 2n). C6 2 kha nang

Kha nang 1: Phan dusng dan cho t6i thoi diém 2r 14 & phia duong. Trong
truong hop nay r < k < n — 1, v phan duong dan & ben phai dinh (2r,0)
c6 ding 2k — 27 canh & phia trén truc (¢). Hién nhién s6 duong dan nhu vay
bang :

1 — 4T
§~22rf2r-22” 2 bot—or2n—_2r-

Kha ning 2: Phan dudng dan cho téi thoi diém 2r 1a & phia am. Trong
truong hop nay, phan (dudng dan) ¢ ben phéi dinh (2r,0) c¢6 ding 2k canh
& phia tren truc (t), do d6 n —r > k. S6 duong dan nhu thé bang :

1 _
5-22Tf2r-22n 2" Dok 2n—2r

k n—=k
1 1
= bogon = 5 ; f2rb2k—2r,2n—2r+§ ; forbogon—or (1 <k <n-—1) (1.4.3).

Ta sé chitng minh (1.4.2) bang phuong phap quy nap.
+ Véiv=1= (1.4.2) ding.
+ Gia st (1.4.2) ding véi v < n — 1. Do do tu (1.4.3)
k 1 n—k
= bop.on = 5 U2n—2k T; fortop—2r + o U2k 2 forton—ok—2r
1 1

= §U2n—2k-u2k + §U2k-u2n—2k

= U2p—2k- U2k = Q2L 2n-

= (1.4.2) dang véi v = n. O
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1.5 Su doi dau

Dinh nghia 1.5.1. Mot su thay doi vé dau duoc néi la zdy ra tai thoi diém
n néu S, 1 va Spy1 la trdi dau. Tic la néu duong dan cat truc (t). Trong

truonmg hop nay S, = 0 va do dé n phdi la 1 s6 nguyén duong va chdn.

Pinh 1y 1.5.2. Xdc sudt dé tdi thoi diém 2n + 1 da zdy ra v lan su thay
dOA?Z ve dau la 57‘,271—&—1 = 2p2n—|—1,2r—|—1-
Noi cach khac:

57",271—&—1 =2P {S2n—|—1 =2r + 1},7“ =0,1,.. (151)

Chitng minh. Trude tién ching ta dién dat lai dinh 1i theo 1 dang thuan tién
hon. Néu budc nhay dau tién téi diem (1, 1), ching ta sé coi diém nay nhu
diém goc ctia 1 hé toa do mdi. Khi d6 duong din cit truc ndm ngang (t)
ctia hé toa do cil ta coi nhu cit d mic —1. Truong hop S; = —1 dudce lam
tuong tu.

V6i cach lam nhu vay thi dinh 1 1 sé tuong duong v6i meénh deé sau day:"Xac
suat dé t6i thoi diem 2n , mic —1 duge cat r 1an bang 2pa, 19,11

+) Xét truong hop r = 0. Khi d6 duong dan sé khong cat ¢ mic -1. Do dé
no6 ciing sé khong cham (hodic cat) & mic —2 = S, phai 1a 1 s6 nguyén
chin va khong am. Véi k > 0, tit bo dé phan xa = s6 dudng dan tit diem
(0,0) téi diem (2n,2k) ma cham mitc —2 bing s6 duong dan tir diém (0, 0)
t6i diem (2n,2k + 4). Xéac suat dé t6i diem (2n,2k) duong dan van chua
cham mittc —2 bang ponor — Pan2kria. Xac sudt dé téi thoi diém 2n duong

dan van chua cham miuc —2 1a:

P = Z (Pon.2k — Don,2k+4)
>0

= P2n,0 — P2nd + P22 — P2n6 T DP2nd — P2n,g 1 -

= P2n,0 + Pon2-
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Mat khac po,411 = % (P2no + P2n2)  (1.5.2).

( do mdi dudng dan ma di qua diém (2n + 1,1) thi sé phai di qua diém
(2n,0) hoac (2n,2))

P = 2p9,+11 = meénh dé dang véi r = 0.

+) Xét trusng hop r =1

Mot duong dan ma cat muc —1 tai thoi diém 2v — 1 ¢6 thé duge phan tich
thanh 2 duong dan : Duong dan thi 1 tit diém (0,0) t6i diém (20, —2) va
duong dan thi 2 c6 do dai 2n — 2v ma bat dau tai diém (2v, —2). Dudng
dan thit 2 ching ta c6 thé ap dung két qua v6i r = 0 nhung véi S; = —1
ma khong phai la 1.

Ta c6 : S6 dusng dan c6 do dai 2n —2v véi diem gbe 1a (2v, —2) va khong cat
miic —1 chinh 1a bang s6 duong dan tit diém (2v, —2) t6i diem (2n +1, —3).
Nhung mdi duong dan nhu vay ma két hop véi duong dan thi 1 ta sé duge
1 duong dan tit diém (0,0) t6i diem (2n+1, —3). Do d6 sé dudng dan do dai
2n ma cit mic —1 sé bang s6 duong dan tit diem goc t6i diém (2n + 1, —3)
va bang 2%t py, 113 = ménh dé dung véi r = 1.

Khing dinh ménh dé ding véi r tiy ¥ dudce suy ra bang phuong phap quy
nap. ]

Hé qua: Ki higu &, 1a xac suit dé trong n phép thit sé x4y ra r lan sy
thay doi vé dau . Khi d6 &, sé giam khi 7 tang.
Thic 1a :

gO,n Z 517’]1 Z 52,71 Z e
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1.6 CaAc gia tri 16n nhat va su di qua lan dau tién

Dinh nghia 1.6.1. Ta néi gid tri lén nhat ciia mot duong dan la nhé hon
r néu tat cd cdc dinh ctia duong din nay déu nim ¢ phia dudi duong thding

x = r,tic la duong dan théa man dieu kién sau :
So<r,S1<r,...,S, <r (161)
Gid tri lon nhat sé > 0 bdi vi Sy = 0.

Cho diém A(n, k), k < r. Mot dusng dan tit O(0,0) t6i A ma cham hosic
cat duong thang # = r néu né vi pham diéu kién (1.6.1). Theo nguyén i
phan xa, s6 dudng dan nhu thé sé bing sé duong dan tit diém gbc t6i diem
A'(n,2r — k). ( A’ 1a diém d6i xiing ctia A qua dudng thang z = 7).

T nhan xét trén ta co bo dé sau day:
B6 dé 1: Cho k > r. Xac suat dé 1 duong dan do dai n (tir diém gbc) t6i
diém A(n, k) va c6 1 gia tri 16n nhat < r bang : p,or—k = P {S, = 2r — k}.

Pinh 1y 1.6.2. Xdc sudt dé gid tri lon nhat cia 1 duong dan do dai n biang
Py Png >0

r>01la: DPny + Png+1 =
pn,r+1apn7r+1 > 0

Chaing minh. Xac suat dé gia tri 16n nhat bang r 14 :p,or & — Pnoriok

Xéc suat dé 1 duong dan tity ¥ do dai n ¢6 1 gia tri 16n nhat bing r 1a :

Z (pn,Qr—k - pn,QTJerk) = Pn,r + Prnr+1-

kE<r

Néu n va r cting chdn hodc cung 16 = P, 11 = 0. O
V6i r = 0 va do dai ciia duong dan 1a mot s6 chdn (2n) ta co:
P{Sl S 0, SQ S 0, cees Sgn S 0} = U9p, (162)

Cong thiic (1.6.2) tuong duong véi cong thiic (1.2.7). Do d6 ching ta thay
rang dinh 1f 1 chinh 1a sy khai quét ctia bo dé (1.2.4).
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Dinh nghia 1.6.3. Mot su di qua diém r lan dav tién (r > 0) la dién ra

tai thoi diém n néu :
St <7“,...,Sn_1 <7“,Sn:7° (163)

Pinh 1y 1.6.4. Xdc sudt dé su di qua diém r lan dau tién zdy ra tai thoi

'/2 N
diém n la

1
gbnn = 5 [pn—l,r—l - pn—lﬂ‘-i-l] (164)
1 n—1 n—1 r [ n .
2 2 2

Chiing minh. D& thay 1 dudng dan théa man diéu kien (1.6.3) phai di qua
diém (n— 1,7 —1) va gia tri 16n nhét ctia n6 cho dén thai diém n — 1 phai 1a

r—1. Ching ta thay xac suit cho bién ¢d nay chinh lap,_1, 1 —pp_1,41. O

(Xac suat dé sy di qua diém r 1an dau tien xay ra trude thoi diem N 1a

12 D

n<N
Dinh 1y 1.6.5. Xdc sudt dé (hat) trd ve diém goc lan thit v wdy ra tai thoi

'/2 N
diemn la : ¢ppy .

Chitng minh. Xét 1 dudng dan tit diém gdc t6i diém (n,0) ma co tat ca cac
canh nam & phia dudi truc (¢) va ¢6 ding 7 — 1 dinh thudc truc (¢). Duong
dan thoa man cac diéu kién noi trén duge goi l1a duong dan dai dien ( hinh
2 chi ra 1 dudng nhu thé véi n = 20 va r = 5). Mot duong dan dai dién bao
gom r duong dan nhé . M&i dudng dan nho c6 cac diem cudi thudce truc (¢).
Béng viéc gan cac dau khac nhau cho céc dinh trong ting dudng dan nho (
tic 1a bang viec 1ay do6i xing ting dudng dan nhé qua truc (¢) ) ta sé duge
2" duong dan khac nhau. M6i duong dan nay déu tré vé diém gbc lan thi r
tai thoi diém n. Do dé6 dinh li duge phét biéu lai nhu sau :" S6 duong dan

dai dien do dai n bang s6 duong dan do dai n — r ma két thic véi 1 sy di
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Hinh 2

qua diém 7 lan dau tien". Diéu nay 1a ding, bdi vi néu trong 1 duong dai
dién ta bo di r canh théa man "cac diem cudi & bén trai ctia cac canh nay
la ndm trén truc (¢)" ta sé duge 1 duong dan do dai n — r ma két thac vdi
"sut di qua diém 7 lan dau tien ". Ngudc lai néu ta chén r canh véi do déc
am ma bit dau tai diém gbc va r — 1 dinh ta sé dudec mot duong dan dai

dién do dai n ( xem Hinh 2). O

1.7 D6i ngiu. Vi tri ctia gia tri 16n nhat

Mbi duong dan tuong tng v6i 1 day httu han cac dau +1 va —1, va néu
d4o nguoc thit tu clia cac s6 hang ta sé duge 1 duong dan mdéi. Ve mit hinh
hoc, duong dan méi thu duge bang viec quay duong dan cii 180° quanh
diém (n,S,) ( duong dan ci di tit diem O(0,0) téi diém (n,S,)), va coi
diém (n,S,) nhu la diém gbc ctia 1 hé toa do méi.

Theo trén, suy ra v6i moi 16p dudsng dan C' tuong ting sé c¢6 1 16p dusng dan
mé6i C' ma CardC = CardC’. Néu cac budc nhay clia du dong ngiu nhién

ban dau 1a X1, Xs, ..., X,, thi cac buéc nhay ctia du dong ngau nhién méi 1a

Xf=X, .. X: =X, (L7.1).

Va céac dinh ctia du dong ngau nhién méi duge xac dinh béi cac tong rieng:
St=Xi4 ..t X;i=8,— S (L7.2).

Sg=0,5=5,.

Du dong ngau nhién mdi dugc xac dinh bdi cac cong thite (1.7.1) va (1.7.2)
duoc goi la du dong ngau nhién doi ngau cia du dong ngau nhién ban dau.
Véi moi bién co A duoc xdc dinh trong du dong ngau nhién ban dau tuong
ng s€ c6 1 bién co B trong du dong ngau nhién doéi ngau ma P(A) = P(B).

Diém (n, S,) ciia duong dan duoc goi la diém cuoi (diem két thic).
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Céc vi du:
Vi du 1: Céc thoi diém di qua dau tién
Céc bién ¢6 :A = {57 >0,j=1,2,..,n} (1.7.3)
VB ={S>S5,j=01..,n-1} (1L7.4)
la d6i ngau cita nhau (S duge xac dinh trong (1.7.2)).
Bién c6 B c6 nghia la :" Mot chuyén tham téi diém cudi khong thée xay ra
trude thoi diem n .
Tu (1.2.5) = P(A) = %u% (n =2v > 0).

1
Véi n = 2v + 1 ta ciing ¢6 P(A) = §u2v(n:2v >0). Béi vi S5, > 0 =
ng—&—l > 0.
Do P(A) = P(B) nén ta c6 : Xac suat dé sy di qua 1 diém duong dau tien

+ X . N . 2 N e n o n — 1
ma dién ra tai thoi diem n bang §u2v vOl v = > hoac v =

. (Diéu nay
ding v6i n = 1 nhung lai sai v6i n = 0).

Vi du 2 :Tinh lién tuc

Xét bién ¢b B v6i S, = r. Bién c6 déi ngdu bao gom cac duong dan tit diém
gbc t6i diem (n,r) v6i tat cd cdc dinh ndm & phia trén truc (¢). S6 duong
dan nhu vay duge suy ra tit bo dé phan xa ( véi A = (1,1) va B = (n,r) )
Vi du 3:Gi4 tri 16n nhét tai diém cubi

Cho cap d6i ngau :

C={S;>0,j=1n}
C'={S,>5;,j=0n—-1}

Bién c¢6 C' xay ra khi S, dat gia tri 16n nhat, tham chi gia tri 16n nhat nay
dat duge truée thoi diém n.
. , . n. n+1
T (1.2.7) suy ra : P(C") = P(C) = ug, v6i v = B) hoac v = 5
Dé thay P(C") = P(C) = 2P(A).

Vi du 4: Dinh 1y arcsin cho chuyén thiam dau tién t6i diém cubi

Xét bién ¢b D :" Chuyén tham dau tién t6i diém cudi xay ra tai thoi diém
2k ". Tiac Sop = So, Sj # Say v6i j < 2k.D la d6i ngau ctia bién ¢ D’ "
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Chuyén tham cudi ciing t6i diem gbc x4y ra tai thoi diem 2k .

Theo 1.4 suy ra P(D) = P(D') = agr 2y = Uogoy—ok, (k=0,...,0).

Vi du 5: Dinh 1y arcsin cho vi tri ctia gia tri 16n nhéat

Cho n = 2v. Gia tri 16n nhat dau tién xay ra tai thoi diém & néu :

So < Sky ey Sp—1 < Sk (1.7.5a)

VA Spi1 < Sp, oo oy < S5 (1.7.50)

Theo vi du 1, xac suat cia (1.7.5a) 1a %ugp (k=2p,p#0).

X4ac suat ctia (1.7.50) chinh 1a xac suat dé mot dudsng dan do dai 2v — k v6i
tat ca cac dinh ndm & phia dudi hodac nam tren truc (¢). Theo vi du 3 xéac
suat nay bang us,—2, (k= 2p).

Do d6 néu 0 < k < 2v thi xac suat dé trong day S, ..., So, gid tri 16n nhat

dau tién x4y ra tai thoi diem k = 2p 1a - 5’&2]7’&2@_2]).

V6i k = 0 va k = 2v thi xac suat lan lugt 1& wus, va U2
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KET LUAN
Noi dung duge trinh bay trong bao céo la nhiing kién thiic co sd, rat dé
hiéu. M&i mot bai trong chuong déu c6 dinh nghia, dinh 1y va ching minh
khé chat ché. Nhitng doc gid méi bat dau hoc xac suat hoan toan cé thé doc
va hieu dugc bao cao nay. Mit khac no ciing la tai lieu tham khao t6t cho
nhitng ai mudn nghién citu sau vé linh vyc xac suat théng ké. Do thoi gian
¢6 han nén nhing noi dung duge trinh bay trong bdo cdo van con mang tinh
chat khai quat. Cac vi du tng dung hau hét déu l1a nhitng vi du hét stic don
gian. Vi vay néu ban doc mudn tim hiéu sau hon vé bao céo c6 thé tham
khao them cac tai lieu dugde trich ¢ cudi bao cao nay, cac ban cé thé nghién
cttu thém phan " Cac thoi diem di qua dau tien ( Chuong XI)", "Du dong

ngau nhién( Chuong XIV) " trong [3].
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