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LO'1 NOI PAU

Nhdn thitc ré tam quan trong ciia cong tac nghién ciru khoa hoc trong viéc ning
cao chat lwong doi ngii gidng vién, dong thoi ndng cao chdt lwong giang day, trong
nhitng nam gan ddy, viéc day manh nghién citu khoa hoc da dwoc Khoa Khoa hoc Co
ban xdc dinh la mot trong nhitng hoat dong trong tam trong cac chwong trinh cong tdac

cua Khoa.

Khoa Khoa hoc Co ban hién co 84 can bg, giang vién va 14 giang vién thinh giang,
hop dong thuéc 08 bé mén: Gidi tich, Pai s6 & Xdc sudt thong ké, Vit Iy, Héa hoc, Anh
van, Nga-Phdp, Hinh hoa-Vé ky thudt va Co Iy thuyét; trong d6 cé: 06 Phé Gido su, 25
Tién si, 48 Thac sy, 05 Cik nhdn. Hang nam, Khoa chii tri hang chuc dé tai cap Trueong;
chii tri va tham gia cdc dé tai cdap Bé va dé tai Quy Nafosted. Trong 5 ndm gan ddy, cdc
gidng vién ciia Khoa dd cong bé 107 c¢éng trinh trén cdc tap chi quoc té thuéc danh muc
ISI va Scopus, gép phan tao nén thuong hiéu ciia Nha truong.

Ngoai giang day cac mon khoa hoc co ban, twr nam hoc 2018-2019, Khoa KHCB
duoc Nha truong giao nhiém vu dao tao chuyén nganh Toan - Tin ung dung thuoc nganh
dao tao Todn iing dung. Hién dd c6 3 khéa sinh vién tot nghiép ra truong, ti 1é sinh vién
co viéc lam ngay rat cao va véi mirc thu nhap cao. Pac biét tir nam hoc 2024 - 2025
khoa KHCB tiép tuc mé chuyén nganh dao tao thir 2, nganh Ngon ngit Anh chinh thirc
tuyén sinh. Viéc tiép tuc mo cdc nganh dao tao méi, theo hwéng chuyén mén ma Khoa
dang quan Iy la huedng phat trién tiép theo ciia Khoa trong thoi gian téi.

Pé dat dwoc nhitng thanh qud trong giang day va nghién civu, thoi gian qua,
Khoa da luén khuyén khich @i ngii giang vién chi dong déi méi, cdi tién phwong phdp
gidng day, tich cwc tham gia cac Héi nghi, H3i thdo trong nudc va quoc té vé cdc linh
viee chuyén mon, ting cwong cdc cong bé quic té dé ndang cao chdt lirong nghién ciru
khoa hoc.

Tiép néi thanh cong ciia Héi thao cdc ndam 2018, nam 2020, nam 2022 va niam 2024,
Khoa Khoa hoc Co ban té chire "H@i théo vé gidng day va nghién ciru Khoa hoc Co bin
nam 20257, Hoi thao la dién dan dé cac giang vién, cac nha khoa hoc trao doi, hoc hoi,
chia sé kinh nghiém nghién cuu va giang day trong cac linh vuc: Toan hoc, Vit Iy, Hoa
hoc, Ngoai ngit, Co Iy thuyét va Hinh hoa - Vé kj thudt va cdc linh vuec khdc lién quan.
Nhitng céng trinh nghién civu c6 gid tri cia Hoi thdo dwoc bién tdp va xudt ban trong
cuon “Ky yéu Hpi thio vé giding day va nghién ciru Khoa hoc Co bin nam 2025
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Khoa Khoa hoc co ban tran trong gui loi cam on tdi cac tdc gia trong va ngoai
Truong da danh si quan tam va giri dén Hoi thao cdc bai viét ¢é chat lwong. Xin cam
on cdc nha gido, cdc nha khoa hoc tw cac Truong dai hoc, cdc Vién nghién cuu da danh
thoi gian va céng sike doc phan bién cdc bai bdo, gitip Ban t6 chitc lira chon cdc bdo
cdo tiéu biéu dé dang trong Ky yéu ciia Héi thdo. Nhitng két qua tir Hoi théo sé la co s&
quan trong dé Khoa tiép tuc déi mdi, cdi tién phirong phdp giang day, dinh hwdng
nghién ciru khoa hoc ciing nhie trién khai mé méi céc nganh dao tao.

Trong qud trinh bién tdp Ky yéu, khong tranh khoi nhitng han ché, thiéu sét, Ban
T6 chitc mong nhdn dwoc sy chia sé va cdc y kién gép y cia doc gid.

Xin tran trong cam on!

BAN TO CHUC HQI THAO

10
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KHOANG CACH BIEN PHAN TOAN PHAN VO SU XAP Xi CUA
MOT SO PHAN PHOI THUO'NG GAP

Nguyén Thu Hing", Nguyén Thi Hing, Pham Ngoc Anh
Truong Pai hoc M6 - Dia chat, 18 Phd Vién, Bic Tur Liém, Ha Noi

*Email: nguyenthuhangbmtoan@humg.edu.vn

Tom tcft Trong bao cao nay, chung 10i tinh toan khoang cdach bién phan toan phan
gilta mot s6 phdn phoi thuwong gap va sur dung mot so woc lwong da biét dé dwa ra mot
wée lirong cho khodng cdch bién phdn toan phan gitta phdn phéi nhi thire va phdn phoz
Poisson. Chung toi ciing tinh toan khoang cach bién phdn toan phan giita hai phéan phoi
nay trong mot so trwong hop cu thé.

Tir khéa: khodng cdch bién phdn toan phan, phdn phoi nhi thire, phdn phoi
Poisson.

1. PAT VAN PE

Khoang cach bién phan toan phan (total variation distance) la mdt trong nhirng
khoang cach co ban trong Iy thuyét x4c suat. N6 1a mot trong nhiing tiéu chuan dau tién
xét dén khi nghién ctru vé khoang cach ciing nhu sy hdi tu cia cac bién ngau nhién. Véi
vai trd quan trong, khoang cach bién phan toan phan giita cic bién ngu nhién duoc
nhiéu nha toan hoc quan tam nghién ciru. Dau tién phai ké dén 1a nhirmg nghién ctru co
ban nhét vé khoang cach bién phén toan phan nhu tinh toan vé khoang cach bién phan
toan phan d6i véi mot s6 bién ngdu nhién thuong gap; nhiing tinh chat €0 ban va méi
lién h¢ gitra khoang cach bién phan toan phan den su hoi tu cta bién ngiu nhién [1, 2].
Tlep theo 1 rt nhiéu cac cong trinh nghién ctru vé tinh toan va udc luong khoang cach
bién phan toan phan giita cac bién ngau nhién khac nhau, chang han nhu cho phan ph01
1a tich cac phan phbi 0-1 3], bat dang thitc Le Cam cho u6c lwong khoang cach bién
phan toan phan gitta tong cac phan phdi nhi thirc va phan phéi Poisson [4], cho mé hinh
Markov,... Cac nghién ctru ciing dugc mé rong sang phan phdi nhiéu chiéu [5]. Bén
canh do, viéc so sanh gilra cac khoang cach (metric) cling duoc chi y [6].

Trong bdo cao nay, voi muyc dich phuc vu nghién ciru, giang day, ching toi tong
hop mot sb tinh chit co ban cua khoang cach bién L phén toan phan sau d6 ching t6i tinh
todn khoang cach blen phan toan phan cho mét sé bién ngau nhién thuong gap. Chung
t61 cling wdc luong vé khoang cach bién phan toan phan giita phan phéi nhi thic va phén
phdi Poisson, tir 6 dua ra mot cong thirc uée lwgng don gian dé minh hoa cho sy x4p
xi duoc giira hai phan phdi ndy. Cudi cung, ching t6i ciing dung phan mém Python dé
tinh toan khoang cach bién phan toan phan giita phan phdi nhi thirc va phan phdi Poisson
trong mot sé trudng hop cu thé.

B4o co clia chiing toi chia 1am hai phan:

Phan 1. Néu mot s6 kién thirc co ban vé khoang céch bién phan toan phan.

Phén 2. M6t s6 két qua va thao luan.

27
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4. NOI DUNG
4.1. Mot s6 kién thirc co s& vé khoang cach bién phéan toan phan

Theo [7], khoang cach bién phén toan giita hai bién ngu nhién duoc dinh nghia
nhu sau:

Dinh nghia 2.1. Xét khong gian do (Q, F) va P, Q 1a hai 6 do xac suit trén (€, F)
thi khodng cach bién phan toan phan dugc dinh nghia boi

dry(P,Q) = iugl.? |P(A) — Q(A)]. (D
€
N6i cach khac, néu X, Y 1a hai bién ngau nhién thi
dry(X,Y) = sup |P(X € D)—P(Y € D)|. 2)
DeB(R)

Nguoi ta ciing chimg minh dugc rang

dy (X.¥) = sup |[EGHC0) - EGY), 3)

|,,<1

Trong d6: h: R = R théa man ||h||w = sup|h(x)| <I.
xeR

Néu X, Y c6 ham mat d6 1an luot 1a £(x) va g(x) thi
dpy (X, Y) = [| £ (x) - g (x)]x. (4)
R
Néu X, Y 1a cac bién ngau nhién rdi rac nhan gia tri trong Z thi
d, (X,Y)= %Z|P(X =k)-P(Y =k)| (5)

keZ

Chung t6i tong hop mot s tinh chat quan trong sau day ctia khoang cach bién phan
toan phan.

Tir dinh nghia, ta dé dang c6 dugc nhitng tinh chit sau day:
M¢énh dé 2.2. Khoang cach bién phan toan phan 1a mot Metric du.

M¢énh d@é 2.3. Xét khong gian do (Q, F) va P, Q 1a hai d6 do xac suit trén (€, F)
thi 0<d,,(P,0)<1. Honnita, d,,,(P,Q) = 0khi va chi khi P=Q va d,,(P,Q)=1 khi
va chi khi t6n tai A € F sao cho P(A4)=1,0(A4) =0hodc P(4)=0,0(4)=1.

M¢nh @é 2.4. Néu X,Y 14 hai bién ngdu nhién thi d,, (X,Y)<P(X #7Y).

M¢énh dé 2.5. Cho diy bién ngau nhién lién tuc {E }:1:1 va bién ngau nhién lién tuc
va F.Khido, d,, (F,F, )— 0 tuong duong FniFw.

M¢nh d@é 2.6. Cho diy bién ngiu nhién {Fl}:l:1 va bién ngau nhién F_. Néu

law

d,(F,F)—>0thi F >F,.

28
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Diéu nguoc lai noi chung 1a khong dung. Ta lay vi du F la day bién ngdu nhién

[N r 3 A A 2 \ \ + K X [N r A As A
lién tuc ¢c6 ham mat do —COS2(I’DC)1[0 7] (x) va F_ la bién ngau nhién c6 phan phoi déu
ju ,

law

lién tyc trén [0, 7] Khido, F,— F, . Tuy nhién

dTV(E,aFw) =

N | -

I%PCOSZ (nx) — l‘dx = ii‘cos@nx)}dx
. (6)

_an T cos(2nx)dx=1>0, Vn.
27 5

Ménh d@é 2.7. Néu {X i}; va { Yi}:':1 13 hai ddy bién ngiu nhién doc 1ap, cung phan

phdi, c6 ki vong va phuong sai hiru han. Khi d6

dw[zxi,zx]szdwmm. @
i=1 i=1 i=1

Chi tiét chirng minh ctia Ménh dé 2.6 va Ménh dé 2.7 c6 thé tim trong [7, 8].
4.2. Két qua va thao lun

Trong phan nay, chung t6i tinh toan va wdc lugng khoang cach bién phan toan
phan cho mot so bién ngau nhién thuong gap.

Ménh dé 2.8. Néu X,Y1a hai bién ngiu nhién c6 phan phdi déu lién tuc
X ~U[0,a] va Y ~UJ[0,b] v6i 0 <a <b thi

4y (X, 1) =222, ®)

Chtmg minh. Ap dung cong thirc (4) ta dugc

141 1 t1 b—a
dTV(X,Y):EKI(;—EJdX‘F;[EdXJ: b .

0

M¢nh dé 2.9. Néu X co6 phan phéi 0-1 véi tham s6 p va Y c¢6 phan phéi 0-1 véi
tham s6 ¢ > p thi

dp, (X, Y)=q-p. )

Chtng minh. Bang phan phdi xac sut ciia X va Y 1a

~
)

X 0 1
P l-p 4 P l-q q

29
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Theo cong thirc (5), ta cod
A (X.N) = (1= p~(=)+q-p) =g~ p
M¢nh d@é 2.10. Néu XY la hai bién nglu nhién c6 phan phoi chuan, X ~ N (1)
va Y ~ N(p,,1) v6i g, > g, thi
dp, (X,Y)=2¢,(¢), (10)

Trong d6: ¢, la ham Laplace va ¢ = %

Chung minh.

+
bit a= % . Theo cong thuce (4), ta co

(=)’ —(x—,)* 1 4 “Gom )y —(x—t)*
e 2 —¢ 2 X = f I e 2 —e ? dx
2

72-—00

1
N2
| A —Gow)’

=—je > dx =24, (¢).

J2z

Tiép theo, chung t6i quan tdm dén khoang cach bién phan toan phan giita phan

1 +00
dry (X,¥) = [O

=

phdi nhi thire va phan phdi Poisson. Trudc hét, ta xét truong hop don gian.
M¢énh dé 2.11. Néu X c6 phan phdi 0-1 véi tham sb p va ¥ 6 phan phéi Poisson
tham sé p thi

dpy (X, Y) = p(1=e™"). (11)
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Chtrng minh. Bang phan phdi x4c sut cia X 1a
X 0 1
P l1-p p

-p k ,
Va P(Y =k)= A Mat khéc, theo cong thure khai trién Maclaurin ta c6

—C

e

5 p=1-p; 0<c<p.

oopi

P _ b —-P _

eP=Y —vael=1-p+
2 &

Suy ra, theo cong thuc (5), ta thu dugc

21 3

_1 p.r _,,
—2{6 (l+p+2!+3!+... +2p—2pe 1

2 3
dTV(X,Y)=%{e“’ ~(1-p)+p—pe?’ +e“’(p +p—+...ﬂ

=%(e_”e” +2p-2pe” —1)=p(1—e_”).

Ménh & duoc ching minh xong.
Ménh dé 2.12. Néu X c6 phan phdi nhi thirc tham s n, p, (X ~ B(n,p)) va Y
c6 phéan phoi Poisson tham s6 A, (Y ~ P(1)) thi

12
d;, (X,Y)< |np—/1|+—.
n
Churng minh. Vi khodng cach bién phan toan phﬁn [a Metric nén ta co:

dp (X,Y)=dp, (B(n, p), P(2))

<dp (B(n,p),B(n,EDMW (B(n,ij,P(,i)j. (12)
n n

Vi bién ngau nhién B(n, p) c6 thé coi 1a tong ctia » bién ngdu nhién doc 1ap co cing
phan phdi 0-1 voi tham s& p nén ap dung wéc lwong (7) va cong thire (9) ta thu duoc.

d,, [B(n,p),B(n,ijj <n
n

Mat khac, theo dinh li Le Cam [4] ta co:

dTV[B(n,ij,P(l)JSn(ij _A (14)
n n n
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Thay (13) va (14) vao (12) ta thu dugc.
22
d, (B(n, p),P(A)) S|np—i|+7. (15)

Tir wée lugng (15) ta thay rang, khi A ¢b dinh va n — o sao cho np, — A thi
khoang cach bién phan toan phan giita bién ngiu nhién X, ~ B(n, p,)va P(1) sé dan
vé 0. Tir d6 suy ra su hoi tu theo phan phéi giita B(n, p,) va P(A). Ta thu dugc mot
cach i giai cho sy xap xi duoc gitta phan phdi nhi thirc va phan phdi Poisson.

Phén cudi cta bao cdo, chiing t6i xét mot truong hop dic biét, tinh toan khoang
cach bién phan toan phan gitra phan phoi nhi thuec B(n, p) va phan phdi Poisson P(A),
trong d6 A =np. Theo (5), ta co:

1 n . e*ﬂlk 0 e*ﬂﬂ‘k
d(B(n, p),P(A))==| D |Csp*(1- p)"* - + >
2= k' | S k! 16)
_l i Ck k(l_ )nfk _eillk +1— . eiﬂ/lk
18 < ! o )

Chung t6i st dung phin mém Python dé tinh toan khoang cach bién phan toan
phan gitra phan phdi nay mot sb truong hop khac nhau va thu dugc bang sb liéu sau:

n p d,, n P d,,
1 0,5 0,19673467 1 0,02 0,00039602
10 0,5 0,17183508 10 0,02 0,00300340
50 0,5 0,16696519 50 0,02 0,005583409
100 0,5 0,16662262 100 0,02 0,004572241
1 0,1 0,09516258 1 0,01 9,9501662.107
10 0,1 0,02931157 10 0,01 8,6678929.10
50 0,1 0,02595859 50 0,01 2,2932899.107
100 0,1 0,02582856 100 0,01 2,7752947.1073
1 0,05 0,00243852 1 0,001 9,99500166.1077
10 0,05 0,01185937 10 0,001 9,86082376.10°°
50 0,05 0,01307091 50 0,001 4,64180741. 107
100 0,05 0,012598451 100 0,001 8,60426922. 107

Bing 1. d,, giita phan phéi chudn va phdan phéi Poisson.
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Tir bang s6 lidu trén ta c6 thé thay rang, cing mot A, néu n cang 1én (p cang nho)
thi dp cang nho va néu ciing mét n thi p cang nhod d cang nhoé. Tuy nhién, bang s6
liéu khong thé hién duoc rd rang su bién thién cua dpy trong truong hop cb dinh p va
thay d6i n.

3. KET LUAN

Bao cao da tong két mot s6 kién thirc co ban vé khoang cach bién phéan toan phan
gifta cac bién ngiu nhién. Tir d6, tinh toan khoang cach bién phan toan phan giita mot
s6 bién ngiu nhién co ban. Bo cdo ciing dua ra udc luong cho khoang cach bién phan
toan phan gitta phan phdi nhi thirc va phan phdi Poisson, dong thoi tinh toan khoang
cach gifta hai phan phéi trong mot s6 trudng hop cu thé. Két qua cta bao cio nham muc
dich 1am tai liéu tham khao va hd tro giang day cho sinh vién nganh toan.
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Nghién ctru nay dugc tai tro boi truong Pai hoc Mo - Pia chit, trong dé tai ma sd
T25-17.
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