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Напомним классическое неравенство 
Коши для двух неотрицательных вели-
чин x, y:

.
2

x y xy+
≥

Заменяя x и y их квадратами, получим:
	 x2 + y2 ≥ 2|xy| ≥ 2xy.	 (1)

Справедливость (1) легко проверяется 
и без отсылки к неравенству Коши, по-
скольку для любых действительных x и  
y будем иметь:

x2 + y2 ≥ 2xy ⇔ x2 – 2xy + y2 ≥ 0 ⇔ 
⇔ (x – y)2 ≥ 0.

Равенство в данном соотношении, оче-
видно, достигается тогда и только тогда, 
когда x = y.

Ниже читателю предлагается ряд за-
дач на доказательство, для составления 

и решения которых используются преоб-
разования неравенства (1).

Задача 1. Докажите, что для любых 
чисел a, b, c справедливо неравенство

a2 + b2 + c2 ≥ ab + bc + ca.

Р е ш е н и е. Применив неравенство (1) 
попарно к числам a, b, c, получим:

a2 + b2 ≥ 2ab;
b2 + c2 ≥ 2bc;
c2 + a2 ≥ 2ca.

После сложения трёх полученных не-
равенств и деления на 2 имеем:

a2 + b2 + c2 ≥ ab + bc + ca,
что и требовалось доказать.

Замечание 1. В частном случае, при  
y = 1, из неравенства (1) следует

	 x2 + 1 ≥ 2|x| ≥ 2x.	 (2)
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В статье приведён ряд задач на доказательство, для конструирования 
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