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Tóm tắt: 

Ảnh hưởng của sự mất cân bằng khối lượng và tương tác điện tử - phonon lên sự hình thành trạng 

thái ngưng tụ exciton trong mô hình Falicov–Kimball mở rộng đã được chúng tôi thảo luận cụ thể. 

Bằng việc áp dụng gần đúng gần đúng Hartree-Fock trong mô hình Falicov–Kimball mở rộng để 

tính toán các thông số trạng thái ngưng tụ exciton, chúng tôi đã vẽ được các giản đồ pha mô tả trạng 

thái ngưng tụ exciton. Các kết quả cho thấy khi f  đủ lớn, hệ tồn tại ở trạng thái ngưng tụ dạng 

BCS khi mất cân bằng khối lượng nhỏ và xuất hiện vùng giao nhau BCS-BEC khi mất cân bằng khối 

lượng lớn. Vùng ngưng tụ BEC được mở rộng về phía f  nhỏ và mất cân bằng khối lượng lớn khi 

có thêm tương tác điện tử - phonon.  

Từ khóa: gần đúng Hartree-Fock, mất cân bằng khối lượng, mô hình Falicov-Kimball mở rộng, 

phonon, trạng thái ngưng tụ exciton. 

1. GIỚI THIỆU 

Đƣợc hình thành từ giả thiết về sự ghép cặp của điện tử ở dải dẫn và lỗ trống ở dải hóa trị, exciton 

hiện vẫn đang đƣợc các nhà khoa học trong nƣớc và trên thế giới quan tâm nghiên cứu. Khi mật độ đủ lớn 

và nhiệt độ đủ thấp, các exciton có thể chuyển sang trạng thái lƣợng tử mới gọi là trạng thái điện môi 

exciton (Exciton Insulator – EI) [1] hay còn gọi là trạng thái ngƣng tụ exciton. Trong các hệ bán kim loại 

trạng thái EI tồn tại ở dạng BCS (Bardeen-Cooper-Schrieffer), giống nhƣ trạng thái siêu dẫn đƣợc mô tả 

bằng lý thuyết BCS, trong khi đó đối với các hệ bán dẫn thì trạng thái EI lại tồn tại ở dạng BEC (Bose-

Einstein condensation). Dữ liệu thực nghiệm đầu tiên cho thấy dấu hiệu về sự giao nhau BCS-BEC là kết 

quả quan sát các xoáy lƣợng tử trong hệ fermion hai thành phần cân bằng khối lƣợng và mật độ của 

nguyên tử 
6
Li với các tƣơng tác hấp dẫn trong phạm vi ngắn [2], kết quả này hoàn toàn phù hợp với dự 

đoán lý thuyết trƣớc đó [3, 4]. Gần đây, các nghiên cứu về giao nhau BCS-BEC khi khối lƣợng của các 

fermion trong hệ không cân bằng nhau đã đƣợc thực hiện [5, 6] nhƣng các nghiên cứu mới thực hiện 

trong mô hình chỉ xét tƣơng tác giữa các điện tử mà chƣa tính tới tƣơng tác điện tử - phonon. Trong khi 

đó, thực tế cho thấy ảnh hƣởng của phonon cũng đóng vai trò rất quan trọng trong việc hình thành trạng 

thái EI của hệ [7-9]. Do đó, trong bài báo này, chúng tôi tiếp tục nghiên cứu sự giao nhau BCS-BEC của 

các dạng ngƣng tụ exciton trong hệ khi có sự mất cân bằng khối lƣợng và có tính tới đóng góp của tƣơng 

tác điện tử - phonon. 

Về mặt lý thuyết, một trong những mô hình giải quyết tốt bài toán ngƣng tụ exciton là mô hình 

Falicov-Kimball mở rộng (extended Falicov-Kimball – EFK) [10, 11] đây là mô hình mô tả tƣơng tác 

giữa điện tử c với điện tử f thông qua tƣơng tác Coulomb và có tính tới nhảy nút của điện tử trên mức f, 

sự ghép cặp của điện tử c và điện tử f tƣơng đƣơng với một trạng thái exciton. Các nghiên cứu về ảnh 

hƣởng của sự mất cân bằng khối lƣợng lên sự hình thành trạng thái ngƣng tụ EI trong mô hình EFK đã 

đƣợc nghiên cứu, tuy nhiên ảnh hƣởng của tƣơng tác điện tử - phonon trong hệ chƣa đƣợc tính đến do đó 

chƣa phản ảnh đúng bản chất bài toán thực tế. 

Trong phần tiếp theo của bài báo, chúng tôi sẽ trình bày Hamiltonian trong mô hình EFK khi có tính 

tới tƣơng tác điện tử - phonon và các kết quả tính toán giải tích bằng việc áp dụng gần đúng Hartree-Fock. 
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Từ các kết quả tính toán giải tích, chúng tôi biểu diễn các giản đồ pha mô tả chuyển pha BCS-BEC trong 

phần 3 của bài báo. 

2. MÔ HÌNH VÀ TÍNH TOÁN LÍ THUYẾT 

Hamiltonian trong mô hình EFK khi có tính tới tƣơng tác điện tử - phonon đƣợc biểu diễn dƣới dạng 

sau: 

   

    

0

† † †

† † † †
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† †

,

q q
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c fc c f f p p

c c f p
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f c f p f c p p

N
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k q k k q k k q k q k k q q
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                          (1) 

Ba số hạng đầu trong phƣơng trình (1) lần lƣợt mô tả năng lƣợng của hệ điện tử c ở dải dẫn, điện tử f 

ở dải hóa trị và hệ phonon khi không tƣơng tác, trong đó,  †c c
k k  và  †f f

k k  là biểu diễn toán tử sinh (hủy) 

của các điện tử c và điện tử f không spin mang xung lƣợng k, †p
q ( p

q
) biểu diễn toán tử sinh (hủy) của 

phonon tại xung lƣợng q với 
0 là năng lƣợng không tán sắc của phonon, ( )c f

k
 là năng lƣợng kích thích 

điện tử c và f đƣợc cho bởi 

( ) ( ) ( )2 ( )c f c f c f

x yt cosk cosk     
k                                            (2) 

với   là thế hóa học; ( )c f , ( )c ft là năng lƣợng trên một nút và tích phân nhảy nút của điện tử c(f). Sự khác 

nhau về giá trị của ft  và ct  thể hiện sự mất cân bằng khối lƣợng của điện tử f  và điện tử c, chẳng hạn 

nhƣ trong các vật liệu kim loại chuyển tiếp dichalcogenides hoặc các hệ bán dẫn giếng lƣợng tử kép có 
f ct t  thể hiện điện tử f  nặng hơn điện tử c. 

Số hạng thứ tƣ trong phƣơng trình (1) mô tả tƣơng tác Coulomb giữa điện tử c và f với U là cƣờng 

độ thế tƣơng tác Coulomb, còn số hạng thứ năm thể hiện tƣơng tác điện tử - phonon trong hệ với hằng số 

tƣơng tác là g, N là số nút mạng tinh thể. 

Áp dụng gần đúng Hartree-Fock, chúng tôi viết lại toán tử tƣơng tác Coulomb trong phƣơng trình (1): 

† † † † † †

† †
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† † † †
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     †
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,Q

† † † † †

q q q

† † † †

q q

f c p p f c p p f c p p

f c p p f c p p
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

  

 

  
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           (5) 

Thay (3) – (5) vào phƣơng trình (1) và bỏ qua những thăng giáng nhỏ, chúng tôi thu đƣợc Hamiltonian 

Hartree-Fock nhƣ sau: 

   † † † † † †

0

c f

HF c c f f c f f Nc p p p p                k k k k k k k q k k k q q q q q

k k k q    (6) 

trong đó ( )c f
k  ̅ 

  là các năng lƣợng tán sắc tái chuẩn hóa khi có đóng góp của độ dịch Hartree-Fock đƣợc 

xác định bởi 

( ) ( ) ( )c f c f f cUn  
k k                                                              (7) 
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với † †1 1
;c fn c c n f f

N N
  k k k k

k k

 tƣơng ứng là mật độ điện tử c và điện tử f,   và  trong phƣơng 

trình (6) đƣợc xác định bởi: 

† †

-q q k q k

k

g U
p p c f

NN
    

 
                           (8) 

† †

k Q k k k Q

k

g
c f f c

N
                    (9) 

hai thông số này có chứa số hạng đặc trƣng cho sự lai hóa của điện tử c và điện tử f, do đó chúng đƣợc 

xem là tham số trật tự trạng thái ngƣng tụ exciton. Nếu tham số này khác không chứng tỏ có tồn tại trạng 

thái ngƣng tụ exciton và ngƣợc lại. 

Để chéo hóa Hamiltonian trong phƣơng trình (6), ta dùng toán tử Bogoliubov 

† † †

k k k k k

† † †

k k k k k

a c f

b c f

 

 

  


                  (10) 

với các hệ số 
k và 

k  đƣợc chọn sao cho thỏa mãn 2 2

k k 1   . Bên cạnh đó, chúng tôi định nghĩa toán tử 

phonon mới nhƣ sau 

† †

q q

0

B p N



                              (11) 

thay (10) và (11) vào phƣơng trình (6) chúng tôi thu đƣợc Hamiltonian chéo hóa nhƣ sau: 

1 † 2 † †

q q0dia E a a E b b B B    k k k k k k

k k k     (12) 

trong đó 1/ 2E
k  là các năng lƣợng giả hạt tái chuẩn hóa đƣợc cho bởi 

 qq1/2
sgn

2 2

f cf c

E
   


 

k kk k

k k                                                      (13) 

với 

 
2

q

2

4f c      
k k k

           (14) 

Từ dạng chéo hóa hoàn toàn của Hamiltonian trong phƣơng trình (12) chúng tôi có thể dễ dàng tính 

đƣợc giá trị kì vọng của tham số trật tự trạng thái ngƣng tụ exciton 

   † 1 2
q+q ( ) ( ) sgnF

f

F

c

n c f n E n E   


   


k kk k k k k

k

                                     (15) 

trong đó 
1

( )

1 T

Fn

e


 



 là hàm phân bố Fermi-Dirac. Tham số trật tự trạng thái n
k  giúp xác định giao 

nhau BCS-BEC của các dạng ngƣng tụ exciton trong hệ thông qua việc xác định các vị trí mà tại đó nk đạt 

cực đại tại xung lƣợng k = 0 hoặc n
k  đạt cực đại tại những điểm có xung lƣợng gần xung lƣợng Fermi. 

3. KẾT QUẢ VÀ THẢO LUẬN 

Để khảo sát ảnh hƣởng ảnh hƣởng của sự mất cân bằng khối lƣợng và tƣơng tác điện tử - phonon lên 

sự tạo thành trạng thái ngƣng tụ exciton trong mô hình EFK, chúng tôi dùng phần mềm Fortrans để vẽ các 

giản đồ pha biểu thị các thông số trạng thái của mô hình. Các số liệu trong bài đều đƣợc tính cho hệ 2 

chiều gồm N = 200 x 200 nút mạng và trong hệ đơn vị tự nhiên với 1Bc k   . Ở đây chúng tôi chọn 

1ct   coi là đơn vị của năng lƣợng còn ft  đƣợc chọn sao cho 0 1ft  , với cách chọn nhƣ vậy giá trị 
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của ft  sẽ thể hiện sự mất cân bằng khối lƣợng giữa điện tử ở dải hóa trị và dải dẫn. Trong vùng giá trị 

của mình, nếu ft  nhỏ thể hiện sự mất cân bằng khối lƣợng là lớn và ngƣợc lại. Bên cạnh đó chúng tôi 

chọn năng lƣợng tại nút của điện tử c 0c  , khi đó f  của điện tử f thể hiện mức độ xen phủ của dải 

dẫn và dải hóa trị, nếu f  nhỏ thể hiện dải dẫn và dải hóa trị cách xa nhau và ngƣợc lại. Các nghiên cứu 

trƣớc đây của chúng tôi cho thấy cƣờng độ thế tƣơng tác Coulomb có giá trị trong một khoảng giới hạn 

[12, 13], do đó thế tƣơng tác Coulomb ở đây đƣợc chọn với giá trị trung bình U = 3.5 và tần số phonon 

đƣợc chọn 
0 2.0  thể hiện chuyển động của các điện tử chậm hơn dao động phonon. 

Trƣớc tiên, chúng tôi khảo sát tham số trạng thái ngƣng tụ exciton  theo ft  ứng với các giá trị 

khác nhau của g và f , kết quả đƣợc thể hiện trên Hình 1. Hình 1a là kết quả khi chƣa tính đến tƣơng tác 

điện tử - phonon (g = 0), trong trƣờng hợp này khi f  nhỏ ( 4f   ), tham số trật tự trạng thái ngƣng tụ 

 chỉ khác không khi ft  đạt giá trị đủ lớn ( 0.85 1.0ft  ), chứng tỏ trạng thái ngƣng tụ exciton chỉ tồn 

tại khi mất cân bằng khối lƣợng nhỏ.  Tăng f  làm cho đỉnh của dải hóa trị tiến gần tới đáy của dải dẫn 

làm tăng khả năng ghép cặp của điện tử c-f, trạng thái EI vì vậy đƣợc mở rộng về phía ft  nhỏ, tức sự 

mất cân bằng khối lƣợng lớn. Với giá trị 1f   , trạng thái ngƣng tụ exciton đƣợc hình thành ngay cả 

khi 0ft  . Hình 1b là kết quả khi có tính tới tƣơng tác điện tử - phonon, cụ thể ở đây chúng tôi tính toán 

với g = 0.4. Có thể thấy rõ khi có thêm tƣơng tác điện tử - phonon làm tăng khả năng ghép cặp của điện 

tử c-f, do đó trạng thái ngƣng tụ đƣợc mở rộng về phía ft  nhỏ hay sự mất cân bằng khối lƣợng lớn. 

 

Hình 1: Khảo sát tham số trật tự trạng thái ngưng tụ  theo ft  tại g = 0 (Hình a) và g = 0.4 (Hình b) 

Để thấy đƣợc sự chuyển pha BCS-BEC, trên hình 2 chúng tôi biểu diễn giản đồ pha trong mặt phẳng 

( , )f ft  ứng với các giá trị khác nhau của g. Giản đồ pha trên hình 2 đƣợc xác định từ giá trị tới hạn của 

ft  ứng với mỗi giá trị của  năng lƣợng tại nút f  mà tại đó tham số trật tự  khác không. Bên cạnh đó, 

ranh giới giao nhau BCS-BEC đƣợc xác định thông qua khảo sát n
k . Khi hệ trong pha bán kim loại, dải 

hóa trị và dải dẫn xen phủ nhau, mặt Fermi rộng do đó các điện tử và lỗ trống ở gần mặt Fermi dễ dàng 

ghép cặp để tạo thành trạng thái ngƣng tự EI, lúc này tham số trật tự n
k  đạt cực đại tại xung lƣợng gần 

xung lƣợng Fermi, vì vậy pha EI ở dạng BCS giống nhƣ những cặp Cooper trong lý thuyết siêu dẫn. Khi 

hệ trong pha bán dẫn, mặc dù dải dẫn và dải hóa trị tách xa nhau nhƣng với thế tƣơng tác Coulomb đủ lớn 

giúp liên kết điện tử-lỗ trống để hình thành các exciton liên kết chặt, do đó  hệ tồn tại trong trạng thái 

ngƣng tụ dạng BEC và tham số trật tự n
k  lúc này đạt giá trị cực đại tại xung lƣợng k = 0. Từ đó chúng tôi 

xác định đƣợc ranh giới giao nhau BCS-BEC tại những vị trí này. 

Trên hình 2a, khi chƣa tính đến tƣơng tác điện tử - phonon (g = 0), trong vùng mất cân bằng khối 

lƣợng nhỏ ( ft  lớn), khi  f  nhỏ dải dẫn và dải hóa trị cách xa nhau, hệ ở trong pha bán dẫn 

(semiconductor – SC, vùng màu xanh lá), tăng f  làm cho đỉnh của dải hóa trị tiến dần tới đáy của dải 
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dẫn, hệ chuyển dần sang pha bán kim loại (semimetal – SM, vùng màu vàng), tiếp tục tăng f  xuất hiện 

sự lai hóa giữa điện tử ở dải hóa trị và dải dẫn, do đó xuất hiện trạng thái ngƣng tụ dạng BCS (vùng màu 

cam). Trong vùng mất cân bằng khối lƣợng lớn ( ft  nhỏ) chúng ta thấy xuất hiện vùng giao nhau BCS-

BEC khi f  đủ lớn, kết quả này hoàn toàn phù hợp với các nghiên cứu trƣớc đó về giao nhau BCS-BEC 

trong mô hình EFK [14-16]. Trong vùng này, khi f  nhỏ hệ tồn tại ở pha SC, tăng f  đến giá trị đủ lớn 

xuất hiện trạng thái ngƣn tụ dạng BEC, nếu tiếp tục tăng f  làm cho hai dải năng lƣợng xen phủ lẫn 

nhau, khi này hệ sẽ tồn tại trong trạng thái ngƣng tụ dạng BCS. Có thể thấy khi f  lớn trạng thái ngƣng 

tụ có thể hình thành ngay cả khi 0ft  , kết quả này hoàn toàn phù hợp với kết quả khảo sát trên Hình 1. 

Tƣơng tác điện tử - phonon làm tăng khả năng ghép cặp c-f, do đó khi tính thêm tƣơng tác điện tử - 

phonon trên Hình 2b và Hình 2c chúng ta thấy vùng ngƣng tụ BEC đƣợc mở rộng về phía mất cân bằng 

khối lƣợng lớn. 

 

Hình 2: Giản đồ pha trạng thái ngưng tụ exciton trong mặt phẳng ( , )f ft  ứng với các giá trị  g = 0 (a), 

g = 0,4 (b) và g = 0,8 (c). Vùng bán dẫn SC và bán kim loại SM tương ứng với vùng màu xanh lá và màu 

vàng. Vùng ngưng tụ BEC và BCS tương ứng với vùng màu xanh đậm và màu cam 

Nhƣ vậy, giản đồ pha trên Hình 2 đã cho chúng ta một bức tranh toàn diện về ảnh hƣởng của sự mất 

cân bằng khối lƣợng và vai trò của tƣơng tác điện tử - phonon lên sự hình thành trạng thái ngƣng tụ 

exciton trong mô hình EFK. Trong các nghiên cứu tiếp theo chúng tôi sẽ tiếp tục khảo sát ảnh hƣởng của 

thế tƣơng tác Coulomb lên sự hình thành trạn thái EI ứng với các trƣờng hợp mất cân bằng khối lƣợng 

khác nhau. 

4. KẾT LUẬN 

Trong bài báo này chúng tôi đã khảo sát ảnh hƣởng của sự mất cân bằng khối lƣợng và tƣơng tác 

điện tử - phonon lên sự hình thành trạng thái ngƣng tụ exciton trong mô hình EFK. Bằng việc áp dụng 

gần đúng Hartree-Fock trong mô hình EFK chúng tôi đã tính toán các tham số trạng thái ngƣng tụ trong 

mô hình. Từ đó  vẽ các giản đồ pha thông qua phần mềm Fortran để khảo sát sự hình thành trạng thái 

ngƣng tụ EI theo năng lƣợng tại nút f  khi thay đổi sự mất cân bằng khối lƣợng và tƣơng tác điện tử - 

phonon ở trạng thái cơ bản. Các kết quả chỉ ra rằng, khi sự mất cân bằng khối lƣợng nhỏ trạng thái ngƣng 

tụ exciton đƣợc hình thành khi f  đủ lớn, trạng thái ngƣng tụ exciton trong trƣờng hợp này tồn tại ở dạng 

BCS. Khi mất cân bằng khối lƣợng lớn, xuất hiện vùng giao nhau BCS-BEC khi f  đủ lớn. Khi có thêm 

hằng số tƣơng tác điện tử - phonon, vùng ngƣng tụ BEC đƣợc mở rộng về phía f  nhỏ và sự mất cân 

bằng khối lƣợng lớn. 
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