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Tóm tắt  

Chuyển pha trạng thái ngưng tụ exciton trong bán kim loại/bán dẫn do mất cân bằng khối lượng của điện tử và lỗ trống 

được xem xét thông qua khảo sát đồng thời tính chất của tham số trật tự trạng thái ngưng tụ exciton và hàm cảm ứng 

exciton tĩnh trong mô hình Falicov-Kimball mở rộng có tương tác điện tử - phonon. Áp dụng gần đúng Hartree-Fock 

không giới hạn, chúng tôi thu được hệ phương trình tự hợp xác định tham số trật tự. Trong pha đồng nhất, hàm cảm ứng 

exciton tĩnh cũng được xác định bằng gần đúng pha ngẫu nhiên. Kết quả tính số khẳng định, khi nhiệt độ đủ thấp và mất 

cân bằng khối lượng đủ nhỏ, hệ tồn tại trạng thái ngưng tụ exciton. Bức tranh thăng giáng liên kết cặp điện tử lỗ trống 

do mất cân bằng khối lượng ở gần nhiệt độ chuyển pha trạng thái ngưng tụ được cũng được đề cập. 

Từ khóa: Ngưng tụ exciton; cảm ứng exciton tĩnh; mô hình Falicov-Kimball mở rộng; liên kết điện tử - phonon; mất cân 

bằng khối lượng. 

Abstract 

The excitonic condensation phase transition induced by the mass imbalance of electrons and holes in 

semimetal/semiconducting materials is considered by examining signatures of the excitonic condensate order parameter 

and the static excitonic susceptibility in the extended Falicov-Kimball model involving the electron-phonon coupling. In 

the framework of the unrestricted Hartree-Fock approximation, we find a set of self-consistent equations determining the 

order parameter. In the homogeneous state, we also derive an analytical expression of the static excitonic susceptibility 

in the random phase approximation. The numerical results reveal a stability of the excitonic condensation state in the case 

of sufficiently low temperatures and small mass-imbalance. Fluctuations of excitonic bound states near the phase 

transition due to the mass imbalance are also addressed. 

Keywords: The excitonic condensation; the static excitonic susceptibility; the extended Falicov-Kimball model; the 

electron-phonon coupling; the mass imbalance. 
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1. Đặt vấn đề 

Được hình thành do sự kết cặp của điện tử - 

lỗ trống nhờ tương tác Coulomb, exciton được 

xem là một giả hạt boson trung hòa về điện [1]. 

Khi mật độ đủ lớn và ở nhiệt độ đủ thấp, các 

exciton có thể ngưng tụ trong trạng thái lượng tử 

mới theo lý thuyết ngưng tụ Bose-Einstein. 

Trạng thái này đã được đề xuất và thu hút sự tập 

trung nghiên cứu từ những năm 60 của thế kỷ 

trước [2, 3]. Mặc dù vậy, bản chất của trạng thái 

ngưng tụ exciton trong các hệ bán kim loại, bán 

dẫn cho đến nay vẫn còn gây tranh cãi.  

Về mặt lý thuyết, trong nghiên cứu ngưng tụ 

exciton, người ta thường sử dụng mô hình hai 

dải năng lượng, với trạng thái kết cặp của điện 

tử c ở dải dẫn và điện tử f ở dải hóa trị tương 

đương với một trạng thái liên kết exciton. Trong 

số đó, mô hình Falicov-Kimball mở rộng là mô 

hình thường được sử dụng nhiều nhất [4-6]. Tuy 

nhiên, đây là mô hình thuần túy điện tử với 

tương tác Coulomb giữa điện tử và lỗ trống. 

Trong khi đó, các kết quả thực nghiệm đã khẳng 

định phonon hay sự lệch mạng tinh thể cũng 

đóng vai trò quan trọng trong việc hỗ trợ sự kết 

cặp điện tử - lỗ trống hình thành exciton và trạng 

thái ngưng tụ [7-11]. Trong các công trình trước, 

chúng tôi đã nghiên cứu trạng thái ngưng tụ 

exciton thông qua xem xét tính chất của tham số 

trật tự trong mô hình Falicov-Kimball mở rộng 

có tương tác điện tử - phonon [12-15]. Tuy 

nhiên, thông qua khảo sát tham số trật tự, ta chỉ 

có thể mô tả được tính chất của sự ngưng tụ ở 

dưới điểm chuyển pha. Còn ở trên điểm chuyển 

pha, người ta thường xem xét tính chất của hàm 

cảm ứng exciton tĩnh. Do đó, để có những hiểu 

biết đầy đủ về trạng thái ngưng tụ exciton, cần 

phải nghiên cứu đặc điểm của sự ngưng tụ cả 

trên và dưới điểm chuyển pha thông qua phân 

tích đồng thời tính chất của tham số trật tự trạng 

thái ngưng tụ exciton và hàm cảm ứng exciton 

tĩnh. 

Về mặt thực nghiệm, cho đến nay đã có rất 

nhiều nghiên cứu về ngưng tụ exciton trong một 

số vật liệu, kết quả cho thấy có một khoảng rộng 

về mối quan hệ giữa khối lượng của điện tử và 

lỗ trống mà trạng thái ngưng tụ của exciton có 

thể được thiết lập [16]. Chẳng hạn như, trong 

kim loại chuyển tiếp, khối lượng của lỗ trống 

thường lớn hơn khối lượng của điện tử một chút, 

cụ thể mh  1,3me. Còn trong giếng lượng tử đôi, 

lỗ trống thường nặng hơn điện tử rất nhiều, mh  

10me. Tuy nhiên, trong các hệ graphene, khối 

lượng của điện tử và lỗ trống gần như bằng nhau. 

Do đó, khi mô tả hệ exciton trong mô hình hai 

dải năng lượng, để biểu thị mối quan hệ của khối 

lượng điện tử và lỗ trống, tích phân nhảy nút của 

điện tử f trên dải hóa trị thường được chọn nhỏ 

hơn tích phân nhảy nút của điện tử c trên dải dẫn 

thể hiện dải hóa trị hẹp hơn dải dẫn. Chẳng hạn 

như, trong tính toán số với hệ exciton trực tiếp 

trong kim loại chuyển tiếp, người ta thường lựa 

chọn tf = – 0.3tc [6] hay trong graphene, người ta 

thường lấy tf = – tc [18]. Như vậy có thể nói, sự 

mất cân bằng khối lượng có thể ảnh hưởng đến 

sự hình thành và ngưng tụ exciton trong hệ. 

Trong bài báo này, thông qua mô hình 

Falicov-Kimball mở rộng có tương tác điện tử - 

phonon, chúng tôi nghiên cứu ảnh hưởng của 

mất cân bằng khối lượng và nhiệt độ lên sự hình 

thành trạng thái ngưng tụ exciton trong các hệ 

bán kim loại, bán dẫn. Trong khuôn khổ của gần 

đúng Hartree-Fock không giới hạn, chúng tôi rút 

ra hệ phương trình tự hợp xác định tham số trật 

tự trạng thái ngưng tụ exciton, từ đó áp dụng gần 

đúng pha ngẫu nhiên tìm ra hàm cảm ứng 

exciton tĩnh. Từ các kết quả tính toán giải tích 

thu được, chương trình tính số xác định giá trị 

của tham số trật tự và hàm cảm ứng exciton tĩnh 

được thiết lập. Nhờ đó, chúng tôi xây dựng các 

giản đồ pha mô tả ảnh hưởng của mất cân bằng 

khối lượng và nhiệt độ lên chuyển pha trạng thái 

ngưng tụ exciton trong hệ. 
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Bài báo gồm 4 phần. Trong đó, chúng tôi giới 

thiệu mô hình và trình bày các tính toán giải tích 

để rút ra hệ phương trình tự hợp xác định tham 

số trật tự và hàm cảm ứng exciton tĩnh ở phần 2. 

Trên cơ sở đó, chúng tôi thiết lập chương trình 

tính số với các kết quả nhận được và thảo luận 

trình bày trong phần 3. Cuối cùng là phần kết 

luận của bài báo. 

2. Mô hình và tính toán giải tích 

Trong không gian xung lượng, Hamiltonian của mô hình Falicov-Kimball mở rộng có tương tác 

điện tử - phonon được viết dưới dạng sau 

ℋ = ∑(𝜀𝐤
𝑐𝑐𝐤

†𝑐𝐤

𝐤

+ 𝜀𝐤
𝑓

𝑓𝐤
†𝑓𝐤+ 𝜔0𝑏𝐤

†𝑏𝐤) +
𝑈

𝑁
∑ 𝑐𝐤+𝐪

† 𝑐𝐤′𝑓
𝐤′−𝐪
† 𝑓𝐤

𝐤,𝐤′,𝐪

 

+
𝑔

√𝑁
∑[𝑐𝐤+𝐪

† 𝑓𝐤(𝑏−𝐪
† + 𝑏𝐪) + 𝑓𝐤

†𝑐𝐤+𝐪(𝑏𝐪
† + 𝑏−𝐪)]

𝐤,𝐪

 

(1) 

trong đó, số hạng thứ nhất mô tả phần không tương tác của hệ điện tử – phonon với 𝑐𝐤
†(𝑐𝐤), 𝑓𝐤

†(𝑓𝐤) và 

𝑏𝐤
†(𝑏𝐤) lần lượt là các toán tử sinh (hủy) của điện tử c trên dải dẫn, điện tử f trên dải hóa trị và phonon 

mang xung lượng k.  Ở đây, 𝜔0 là năng lượng không tán sắc của phonon, còn năng lượng tán sắc của 

các điện tử c(f) được cho bởi 

𝜀𝐤
𝑐(𝑓)

= 𝜀𝑐(𝑓) − 𝑡𝑐(𝑓)𝛾𝐤 − 𝜇 (2) 

với 𝜀𝑐(𝑓) và 𝑡𝑐(𝑓) lần lượt là năng lượng tại nút và tích phân nhảy nút của điện tử c(f); 𝛾𝐤 =

 2(𝑐𝑜𝑠𝑘𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑘𝑦) chỉ bước nhảy trong mạng tinh thể hai chiều hình vuông với hằng số mạng a = 1 

và 𝜇 là thế hóa học. Số hạng thứ hai trong Hamiltonian (1) mô tả phần tương tác Coulomb với U là 

cường độ thế tương tác Coulomb giữa các điện tử c - f và N chỉ số nút mạng trong tinh thể. Số hạng 

cuối cùng biểu thị phần tương tác điện tử - phonon với 𝑔 là hằng số liên kết điện tử - phonon. Tại 

nhiệt độ đủ thấp, các exciton với xung lượng hữu hạn q có thể ngưng tụ, được thể hiện bởi giá trị 

trung bình theo xung lượng 𝑑𝐤 = 〈𝑐𝐤+𝐪
† 𝑓𝐤〉 khác không. Đại lượng này biểu thị sự lai hóa giữa các 

điện tử c và điện tử f nên được gọi là tham số trật tự trạng thái ngưng tụ exciton. 

Áp dụng gần đúng Hartree-Fock không giới hạn, bỏ qua thăng giáng và các hằng số thì 

Hamiltonian trong phương trình (1) được tách thành hai phần là phần điện tử và phần phonon. Trong 

đó, phần điện tử dễ dàng được chéo hóa bằng phép biến đổi Bogoliubov định nghĩa các toán tử giả 

hạt fermion mới  

𝑎𝟏𝐤
† = 𝑢𝐤𝑐𝐤+𝐪

† + 𝑣𝐤𝑓𝐤
†
 

𝑎𝟐𝐤
† = −𝑣𝐤c𝐤+𝐪

† + 𝑢𝐤𝑓𝐤
†
 

Còn phần phonon đươc chéo hóa nhờ định nghĩa toán tử phonon mới 

(3) 

𝐵𝐪
† = 𝑏𝐪

† + √𝑁
ℎ

𝜔0
 (4) 

Khi đó, Hamiltonian trong gần đúng Hartree-Fock có thể được chéo hóa hoàn toàn, dưới dạng sau 

ℋ𝐻𝐹 = ∑(𝐸𝐤
1𝑎𝟏𝐤

† 𝑎𝟏𝐤

𝐤

+ 𝐸𝐤
2𝑎𝟐𝐤

† 𝑎𝐤)+ 𝜔0 ∑ 𝐵𝐪
†𝐵𝐪

𝐪

 
(5) 

trong đó các năng lượng giả hạt tái chuẩn hóa được cho bởi 

𝐸𝒌
1(2)

=
𝜀�̃�

𝑓
+ 𝜀�̃�+𝐪

𝑐

2
∓

𝑠𝑔𝑛(𝜀�̃�
𝑓

− 𝜀�̃�+𝐪
𝑐 )

2
𝑊𝐤 

(6) 
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với 𝜀�̃�
𝑐(𝑓)

 là năng lượng tán sắc tái chuẩn hóa của các điện tử c (f) được xác định bởi 

𝜀�̃�
𝑐(𝑓)

= 𝜀𝐤
𝑐(𝑓)

+ 𝑈𝑛𝑓(𝑐) (7) 

ở đây, 𝑛𝑐 =
1

𝑁
∑ 〈𝑐𝐤

†𝑐𝐤〉  = 𝑛𝐹(𝜀�̃�
𝑐)𝐤 và 𝑛𝑓 =

1

𝑁
∑ 〈𝑓𝐤

†𝑓𝐤〉𝐤  = 𝑛𝐹(𝜀�̃�
𝑓
lần lượt là mật độ của điện tử c và 

điện tử f  với 𝑛𝐹(𝜖) = (1 + 𝑒𝜖/𝑇)−1là hàm phân bố Fermi-Dirac trong đó T là nhiệt độ tuyệt đối. 

𝑊𝐤 = √(𝜀�̃�
𝑓

− 𝜀�̃�+𝐪
𝑐 )

2
+ 4|Λ|2 (8) 

trong đó Λ cũng được xem là tham số trật tự trạng thái ngưng tụ exciton, được xác định như sau 

Λ = −
𝑈

𝑁
∑〈𝑐𝐤+𝐪

† 𝑓𝐤〉

𝐤

+
𝑔

√𝑁
⟨𝑏−𝐪

† + 𝑏−𝐪⟩ (9) 

Khi tham số trật tự khác không, thể hiện sự lai hóa mạnh giữa các điện tử c – f, do đó có thể khẳng 

định hệ tồn tại trong trạng thái ngưng tụ exciton.  

Dạng chéo hóa hoàn toàn của phương trình (5) cho phép chúng ta dễ dàng xác định được giá trị 

trung bình mà cũng được xem là tham số trật tự trạng thái ngưng tụ exciton 

𝑑𝐤 = 〈𝑐𝐤+𝐪
† 𝑓𝐤〉 = −[𝑛𝐹(𝐸𝐤

1) − 𝑛𝐹(𝐸𝐤
2)]𝑠𝑔𝑛(𝜀�̃�

𝑓
− 𝜀�̃�+𝐪

𝑐 )
Λ

𝑊𝐤
 (10) 

Trong nghiên cứu này, để mô tả rõ hơn chuyển pha trạng thái ngưng tụ exciton cả ở trên và dưới 

điểm chuyển pha, chúng tôi phân tích thêm tính chất của hàm cảm ứng exciton tĩnh. Hàm cảm ứng 

exciton trong không gian xung lượng được xác định bởi 

𝜒(𝐪, 𝜔) = −
1

𝑁
∑ 〈〈𝑓𝐤

†𝑐𝐤+𝐪|𝑐𝐤′+𝐪
† 𝑓𝐤′〉〉𝜔

𝐤,𝐤′

 (11) 

Để suy ra biểu thức giải tích của hàm cảm ứng exciton, xuất phát từ phương trình chuyển động 

cho hàm Green hai hạt với việc sử dụng Hamiltonian (1) ta thu được 

𝜔 〈〈𝑓𝐤
†𝑐𝐤+𝐪|𝑐

𝐤′+𝐪
† 𝑓𝐤′〉〉(𝜔) = 〈𝑛𝐤

𝑓〉 − 〈𝑛𝐤+𝐪
𝑐 〉 + ( 𝜀𝐤+𝐪

𝑐 −  𝜀𝐤
𝑓

) 〈〈𝑓𝐤
†𝑐𝐤+𝐪|𝑐

𝐤′+𝐪
† 𝑓𝐤′〉〉𝜔

 

+
𝑈

𝑁
∑ 〈〈(𝑓𝐤

†𝑐𝐤1
𝑓𝐤1−𝐪1

† 𝑓𝐤+𝐪−𝐪1
− 𝑐𝐤+𝐪1

† 𝑐𝐤1
𝑓𝐤1−𝐪1

† 𝑐𝐤+𝐪)|𝑐
𝐤′+𝐪
† 𝑓𝐤′〉〉𝜔

𝐤1𝐪1

 

+
𝑔

√𝑁
∑ 〈〈(𝑓𝐤

†𝑓𝐤+𝐪−𝐪1
− 𝑐𝐤+𝐪1

† 𝑐𝐤+𝐪)(𝑏−𝐪𝟏

† +𝑏𝐪𝟏
)|𝑐

𝐤′+𝐪
† 𝑓𝐤′〉〉𝜔

𝐪1

 

(12) 

Tiếp tục viết phương trình chuyển động cho các hàm Green bậc cao và tính gần đúng thông qua 

gần đúng pha ngẫu nhiên, chúng ta thu được biểu thức giải tích xác định hàm cảm ứng exciton như 

sau 

𝜒(𝐪, 𝜔) =
−𝜒0𝑎(𝐪, 𝜔)

1 + (𝑈 − 𝑔Γ𝐪)𝜒0𝑎(𝐪, 𝜔)
 (13) 

với 

𝜒0𝑎(𝐪, 𝜔) =
1

𝑁
∑

〈𝑛𝐤
𝑓〉 − 〈𝑛𝐤+𝐪

𝑐 〉

𝜔 − 𝜀�̃�+𝐪
𝑐 +  𝜀�̃�

𝑓

𝐤

 (14) 

đóng vai trò như hàm cảm ứng exciton trần và  

Γ𝐪 =
2𝑔𝜔0

𝜔2 − 𝜔0
2 −

2𝑔2𝜔0𝜒0𝑏(𝐪, 𝜔)
1 + 𝑈𝜒0𝑏(𝐪, 𝜔)

 
(15) 
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trong đó 

𝜒0𝑏(𝐪, 𝜔) =
1

𝑁
∑

〈𝑛𝐤−𝐪
𝑐 〉 − 〈𝑛𝐤

𝑓〉

𝜔 − 𝜀�̃�
𝑓

+ 𝜀�̃�−𝐪
𝑐

𝐤

 (16) 

 

Trong bài báo này, trạng thái ngưng tụ 

exciton được xem xét thông qua khảo sát đồng 

thời tham số trật tự trạng thái ngưng tụ exciton 

và hàm cảm ứng exciton tĩnh với 𝜔 ⟶  0. Các 

quan sát thực nghiệm gần đây về trạng thái 

ngưng tụ exciton trong Ta2NiSe5 [9, 10] cũng 

như các nghiên cứu lý thuyết của chúng tôi [18] 

đều khẳng định các exciton có xung lượng q = 0 

thuận lợi trong hình thành trạng thái ngưng tụ. 

Do đó, trong nghiên cứu này, chúng tôi tập trung 

xem xét tính chất của hàm cảm ứng exciton tĩnh 

𝜒 = 𝜒(𝟎, 0) với công thức tổng quát được xác 

định trong phương trình (13). 

3. Kết quả tính số và thảo luận 

Từ các kết quả tính toán giải tích ở phần 

trước, chúng tôi thiết lập chương trình tính số 

giải tự hợp các phương trình (7)-(10) để tìm ra 

tham số trật tự trạng thái ngưng tụ exciton, và từ 

đó có được giá trị cụ thể của hàm cảm ứng 

exciton tĩnh từ công thức (13). Trong phần này, 

chúng tôi trình bày các kết quả tính số nhận được 

để thảo luận ảnh hưởng của mất cân bằng khối 

lượng và nhiệt độ lên trạng thái ngưng tụ exciton 

trong hệ. Ở đây, chúng tôi chọn 𝑡𝑐 = 1 là đơn vị 

của năng lượng và thực hiện tính số trong hệ hai 

chiều gồm 𝑁 = 200 × 200 nút mạng. Không 

mất tính tổng quát, chúng tôi cố định 𝜔0  = 2.0 

và 𝜀𝑐 = 0. Với sự lựa chọn 𝜀𝑐  =  0 thì năng 

lượng tại nút 𝜀𝑓của điện tử f thể hiện mức độ xen 

phủ giữa hai dải năng lượng [19]. Trong các 

nghiên cứu trước đó, chúng tôi đã khẳng định 

exciton trong hệ ngưng tụ khi liên kết điện tử - 

phonon đủ lớn và thế tương tác Coulomb trong 

khoảng giữa hai giá trị tới hạn. Vì vậy, trong 

nghiên cứu này, chúng tôi cố định g = 0.6 và U = 

3.0. Để nghiên cứu ảnh hưởng của mất cân bằng 

khối lượng, chúng tôi lựa chọn giá trị của tích 

phân nhảy nút của điện tử f sao cho |𝑡𝑓| <  𝑡𝑐  thể 

hiện dải hóa trị hẹp hơn dải dẫn hay điện tử f định 

xứ hơn.  

Trước tiên, chúng tôi khảo sát sự phụ thuộc 

xung lượng của tham số trật tự trạng thái ngưng 

tụ exciton trong vùng Brillouin thứ nhất với một 

vài giá trị khác nhau của tích phân nhảy nút của 

điện tử f trên Hình 1. Các giản đồ cho thấy bản 

chất trạng thái ngưng tụ exciton bị ảnh hưởng 

đáng kể bởi sự mất cân bằng khối lượng. Thật 

vậy, khi |𝑡𝑓| nhỏ tức là mất cân bằng khối lượng 

lớn, chẳng hạn |𝑡𝑓| = 0.2, các giản đồ đều cho 

thấy tham số trật tự dk = 0 ứng với mọi giá trị của 

xung lượng. Điều đó có nghĩa trạng thái ngưng 

tụ exciton không được thiết lập. Tăng |𝑡𝑓| hay 

giảm sự mất cân bằng khối lượng thì giá trị của 

dk cũng tăng lên. Đặc biệt, Hình 1a cho thấy tại 

|𝑡𝑓|= 0.46, dk khác không và đạt cực đại tại xung 

lượng k = 0, thể hiện exciton trong hệ ngưng tụ 

trong trạng thái BEC (Bose Einstein condensed). 

Tuy nhiên, khi |𝑡𝑓| đủ lớn, ví dụ |𝑡𝑓|= 0.8, dk đạt 

cực đại tại xung lượng gần xung lượng Fermi. 

Điều đó chứng tỏ chỉ những điện tử và lỗ trống 

gần mức Fermi mới có thể ghép cặp hình thành 

exciton và trạng thái ngưng tụ. Trong trường hợp 

này, mức Fermi đóng vai trò quan trọng và sự 

hình thành của các exciton tương tự như hình 

thành các cặp Cooper trong lý thuyết BCS (John 

Bardeen, Leon Cooper, Robert Schrieffer) của 

siêu dẫn. Do đó, có thể nói exciton ngưng tụ 

trong trạng thái dạng BCS. Sự chuyển trạng thái 

ngưng tụ từ dạng BEC sang dạng BCS của 

exciton có thể được lý giải do sự giảm mất cân 

bằng khối lượng. Bên cạnh đó, giảm 𝜀𝑓 làm gia 

tăng sự phân tách giữa dải dẫn và dải hóa trị làm 

giảm khả năng ghép cặp điện tử - lỗ trống hình 

thành exciton. Do đó, khi giảm 𝜀𝑓, sự lai hóa 

giữa điện tử và lỗ trống chỉ xuất hiện ở |𝑡𝑓| lớn 

hơn (xem Hình 1c, 1d). Điều này có nghĩa rằng 
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khi 𝜀𝑓 nhỏ, sự ngưng tụ exciton chỉ có thể được 

thiết lập ở mất cân bằng khối lượng thấp. Tăng 

nhiệt độ, năng lượng nhiệt lớn phá hủy trạng thái 

liên kết điện tử - lỗ trống hình thành exciton, vì 

vậy giá trị của tham số trật tự giảm mạnh và |𝑡𝑓| 

phải rất lớn mới có thể thiết lập trạng thái ngưng 

tụ exciton (xem Hình 1b và 1d). 

Hình 1: Sự phụ thuộc xung lượng của tham số trật tự ngưng tụ exciton dk trong vùng Brillouin thứ nhất với các giá trị 

khác nhau của tích phân nhảy nút |𝑡𝑓| của điện tử f khi 𝜀𝑓 = −3.0 (Hình a, b) và 𝜀𝑓 = −4.0 (Hình c, d) ở trạng thái  

cơ bản T = 0 và T = 0.2.

Tiếp theo, để thấy rõ hơn ảnh hưởng của mất 

cân bằng khối lượng và nhiệt độ lên sự hình 

thành trạng thái ngưng tụ exciton trong hệ, 

chúng tôi biểu thị trên Hình 2 sự phụ thuộc của 

tham số trật tự  và hàm cảm ứng exciton tĩnh 𝜒 

vào tích phân nhảy nút |𝑡𝑓| với một vài giá trị 

của 𝜀𝑓 ở nhiệt độ T = 0 và T = 0.2. Hình 2 cho 

thấy ứng với một giá trị xác định của năng lượng 

tại nút 𝜀𝑓, tham số trật tự chỉ khác không hay 

trạng thái ngưng tụ exciton chỉ được thiết lập khi 

tích phân nhảy nút |𝑡𝑓| lớn hơn một giá trị tới 

hạn hay mất cân bằng khối lượng giữa điện tử và 

lỗ trống đủ nhỏ. Với 𝜀𝑓nhỏ, chẳng hạn 𝜀𝑓 =

−4.0, trạng thái ngưng tụ exciton chỉ ổn định 

trong một vùng nhỏ của |𝑡𝑓|. Đặc biệt, khi tăng 

nhiệt độ, năng lượng nhiệt lớn phá vỡ liên kết 

điện tử - lỗ trống nên exciton ngưng tụ khi mất 

cân bằng khối lượng rất thấp, hay |𝑡𝑓| ≈  1 (xem 

Hình 2b). Tăng 𝜀𝑓, làm tăng mức độ xen phủ 

giữa dải dẫn và dải hóa trị, các điện tử và lỗ trống 

dễ dàng kết cặp với nhau hình thành exciton. Do 

đó trạng thái ngưng tụ exciton được thiết lập tại 

|𝑡𝑓| nhỏ hơn hay mất cân bằng khối lượng lớn. 

Đặc biệt, 𝜀𝑓 = −1.0, tham số trật tự khác không 
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ứng với mọi giá trị của năng lượng tại nút hay 

trạng thái ngưng tụ exciton có thể được tìm thấy 

ngay cả khi |𝑡𝑓| = 0. Trong trường hợp này, mô 

hình trở về mô hình Falicov-Kimball nguyên gốc. 

 Hình 2: Tham số trật tự  và hàm cảm ứng exciton tĩnh  phụ thuộc vào tích phân nhảy nút |𝑡𝑓| ứng với một vài giá trị 

khác nhau của năng lượng tại nút 𝜀𝑓 của điện tử f và nhiệt độ T. 

Như vậy, thông qua phân tích tính chất của 

tham số trật tự trạng thái ngưng tụ exciton , ta 

có thể mô tả được chuyển pha trạng thái ngưng 

tụ exciton trong hệ ở dưới điểm chuyển pha. Để 

có thể hiểu một cách đầy đủ về chuyển pha trạng 

thái ngưng tụ exciton trong hệ, cần phải nghiên 

cứu thêm tính chất của sự ngưng tụ ở trên điểm 

chuyển pha. Khi đó, hàm cảm ứng exciton tĩnh 

là một trong số những đại lượng vật lý thường 

được xem xét. Trên Hình 2 chúng tôi cũng biểu 

thị đồng thời sự phụ thuộc của hàm cảm ứng 

exciton tĩnh  vào đại lượng đặc trưng cho sự 

mất cân bằng khối lượng |𝑡𝑓|. Kết quả cho thấy 

ứng với mọi giá trị của năng lượng tại nút 𝜀𝑓, tại 

một nhiệt độ xác định, hàm cảm ứng exciton tĩnh 

luôn tăng dần khi |𝑡𝑓| tăng. Điều đó cho thấy, 

khi chênh lệch khối lượng của điện tử và lỗ trống 

giảm, thăng giáng liên kết cặp điện tử-lỗ trống 

tăng dần, hay nói cách khác, sự đồng nhất khối 

lượng của điện tử và lỗ trống làm tăng cường khả 

năng liên kết của exciton. Khi sự chênh lệch khối 

lượng giữa điện tử và lỗ trống đủ nhỏ, liên kết 

cặp điện tử-lỗ trống đủ lớn và hệ ở trạng thái 

ngưng tụ exciton, thể hiện bởi sự phân kỳ của 

hàm cảm ứng exciton tĩnh. Qua giá trị tới hạn 

này của |𝑡𝑓|, tham số trật tự trạng thái ngưng tụ 

exciton khác 0 và hệ ở trạng thái ngưng tụ 

exciton. Với giá trị nhỏ của 𝜀𝑓 (𝜀𝑓 = −4), ban 

đầu hệ ở trạng thái bán dẫn và ta chỉ tìm được 

trạng thái ngưng tụ exciton khi khối lượng các 

hạt điện tử và lỗ trống tương đối đồng nhất. Khi 

mất cân bằng khối lượng của điện tử và lỗ trống 

tăng, ta chỉ có thể tìm thấy trạng thái ngưng tụ 

exciton khi hệ ban đầu ở trạng thái bán kim loại, 

hay giá trị của 𝜀𝑓 đủ lớn. Thậm chí, khi 𝜀𝑓 =

−1, hệ ở trạng thái bán kim loại, ta có thể tìm 

thấy trạng thái ngưng tụ exciton khi khối lượng 

của lỗ trống bằng vô cùng, tức lỗ trống xem như 

hoàn toàn định xứ, và mô hình ở Hamiltonian (1) 

trở về mô hình FKM nguyên gốc có tính tới 

tương tác điện tử-phonon. Thăng giáng nhiệt 

cũng ảnh hưởng tới sự ổn định của trạng thái 

ngưng tụ exciton. Điều đó được thể hiện trên 

Hình 2 khi chúng tôi thay đổi nhiệt độ. Cụ thể, 

khi tăng nhiệt độ, giá trị tới hạn của 𝑡𝑓 dịch 

chuyển sang phải tương ứng với vùng ngưng tụ 

của exciton bị giảm. 

4. Kết luận 

Trong bài báo này, bằng việc sử dụng mô 

hình Falicov-Kimball mở rộng có tương tác điện 

tử - phonon, chúng tôi đã nghiên cứu ảnh hưởng 

của mất cân bằng khối lượng và nhiệt độ lên sự 

hình thành trạng thái ngưng tụ exciton trong hệ 
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bán kim loại, bán dẫn. Áp dụng gần đúng 

Hartree-Fock không giới hạn, chúng tôi thu được 

hệ phương trình tự hợp xác định tham số trật tự 

trạng thái ngưng tụ exciton. Biểu thức giải tích 

xác định hàm cảm ứng exiton tĩnh cũng được 

thiết lập nhờ sử dụng gần đúng pha ngẫu nhiên. 

Trên cơ sở các kết quả tính toán giải tích, chúng 

tôi thiết lập chương trình tính số giải hệ phương 

trình tự hợp xác định tham số trật tự và hàm cảm 

ứng exciton tĩnh. Kết quả tính số khẳng định sự 

tồn tại trạng thái ngưng tụ exciton ở nhiệt độ thấp 

khi mất cân bằng khối lượng đủ nhỏ. Khi năng 

lượng tại nút của điện tử f nhỏ hay hệ ban đầu ở 

trạng thái bán dẫn, ngưng tụ exciton chỉ có thể 

được thiết lập khi khối lượng của điện tử tương 

đương với khối lượng của lỗ trống. Tăng nhiệt 

độ, thăng giáng nhiệt góp phần phá vỡ trạng thái 

liên kết cặp và trạng thái ngưng tụ exciton chỉ có 

thể xảy ra khi khối lượng của điện tử và lỗ trống 

gần như bằng nhau. Những nghiên cứu sâu sắc 

hơn về trạng thái ngưng tụ exciton ảnh hưởng 

bởi mất cân bằng khối lượng thông qua khảo sát 

các tính chất quang của hệ sẽ được tiến hành 

trong thời gian tới. 
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