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TÓM TẮT  

Bài báo này  có hai phần chính. Phần 1 chỉ ra điều kiện cần và đủ để hai độ đo trên C[0,1] bằng nhau. Phần 2 chỉ 

ra điều kiện cần và đủ để  là compact với   là tập các độ đo xác suất trên C[0,1], C[0,1] là không gian các hàm 

liên tục trên [0,1]. Trong bài báo có sử dụng các công cụ của lí thuyết độ đo và 2 bổ đề 2.1 và 2.2. 

 

Từ khóa: Độ đo , quá trình ngẫu nhiên ,  - đại số, tập Borel, không gian xác suất. 
 

 

1. Đặt vấn đề  

    Ta biết rằng các độ đo xác suất trong không gian các hàm liên tục đóng vai trò quan trọng trong lý thuyết các 

quá trình ngẫu nhiên và các bài toán kiểm định giả thiết, phi tham số. Nội dung chính của bài báo này là để mô tả 

các tập con compact yếu của không gian các độ đo xác suất trên các không gian hàm như thế. 

    Cho , ,S P  là một không gian xác suất và T  là một tập con của đường thẳng thực. Một quá trình ngẫu nhiên 

có nghĩa là một họ được đánh chỉ số ,t t T  của các biến ngẫu nhiên nhận giá trị thực trên .   

    Nói chung, T  là một khoảng trên đường thẳng thực. Cho trước , :w tt là một hàm thực trên .T  

Nó được gọi là một phép thể hiện của quá trình ngẫu nhiên. 

    Cho X  là không gian các hàm nhận giá trị thực trên .T  Với mỗi ,t T  ánh xạ x x t  ánh xạ X  vào đường 

thẳng thực. Cho  là  - đại số nhỏ nhất các tập con của X  mà đối với  tất cả các ánh xạ này là đo được với 

mọi .t T  Nếu :t t T  là một quá trình ngẫu nhiên ánh xạ :  là một ánh xạ đo được từ  vào X  

(tương ứng với các  - đại số S và ), và do đó ta thu được một độ đo  trên  bằng cách đặt 

1 ,A P A A  

 được gọi là độ đo hoặc phân phối tương ứng với quá trình ngẫu nhiên. Đôi khi , ,X  được gọi là quá trình 

ngẫu nhiên. 

    Theo quan điểm ở trên, rõ ràng nghiên cứu các quá trình ngẫu nhiên quy về nghiên cứu các độ đo trên không 

gian hàm , .X  Tuy nhiên X  là không gian các hàm không phù hợp cho các ứng dụng. Tốt hơn là có không 

gian cơ bản mà trên đó các độ đo được xử lý như một không gian metric tách được hoặc một không gian metric 

tách được đủ. Trường hợp đơn giản nhưng quan trọng khi ta lấy [0,1]T  và xét tập con [0,1]C  của X . [0,1]C

là không gian các hàm liên tục trên [0,1].   

2. Cơ sở lý thuyết và phương pháp nghiên cứu  

    Ta thấy rằng [0,1]C là một không gian Banach tách được nếu ta xác định với [0,1]x C  

0 1t

x Sup x t  

    Với mỗi [0,1]x C và 0,  ta định nghĩa 

' "

' "x
t t

Sup x t x t  

    Bởi vì một hàm liên tục trên [0,1]  là liên tục đều, suy ra rằng 0x  khi 0  với mỗi x. Ta sẽ viết C  

thay vì [0,1]C . Chú ý rằng cả x x  và xx  là liên tục trên .C  

Bây giờ ta sẽ đưa ra một tiêu chuẩn compact của một tập các độ đo xác suất trên .C   
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Bổ đề 2.1. Cho .A C  Để A  là compact cần và đủ là 2 điều kiện sau đồng thời được thỏa mãn: 

0

0 ,

lim 0

x A

x
x A

i Sup x

ii Sup
  

Bổ đề 2.2. Cho  là tập các độ đo xác suất trên .C  Để  là compact cần và đủ là với mỗi 0  tồn tại một hằng 

số 0M  và một hàm ,  giảm tới 0 khi 0  sao cho 

: 0 1
2

i x x M   

: , 1
2

xii x  

3. Kết quả và thảo luận  

Định lý 3.1. Lớp 
C

 các tập con Borel của C  trùng với  - đại số nhỏ nhất các tập con của C  mà đối với  - 

đại số này các ánh xạ :t x x t  là đo được [0,1].t  Nếu  và  là 2 độ đo trên C , điều kiện cần và đủ 

để  là 1 1,..., ,...,k kt t t t
k  và 

1 2, ,..., [0,1].kt t t  Ở đó 1 ,..., kt t
và 1 ,..., kt t

là các độ đo trong không gian vecto k

chiều 
kR  được cảm sinh lần lượt bởi  và  thông qua ánh xạ 1 ,...,

1: ,..., .kt t

kx x t x t  

Chứng minh. 

Giả sử A là  - đại số nhỏ nhất các tập con của C  mà đối với  - đại số nay các ánh xạ 
t
là đo được với mọi 

t . Bởi vì mỗi 
t
là liên tục trên C  suy ra .CA  Để chứng minh ,C A  thật là đủ để chỉ ra rằng A chứa tất 

cả các tập mở. Bởi vì C  là tách được nên mỗi tập mở là hợp đếm được của các hình cầu đóng và bởi vậy nó là đủ 

để chứng minh rằng A chứa tất cả các hình cầu đóng. 

Nếu 0a  là số thực bất kỳ, 
0x C  và 

1 2, ,...r r  là một sự liệt kê các số hữu tỉ trong 0,1 , ta có 

0 0

1

: : n n

n

x x x a x x r x r a  

Vế phải của phương trình trên nằm trong A suy ra hình cầu 0: ,x x x a A  do đó .CA   

Để chứng minh phần thứ 2 ta viết 

1

1 1

1

1
,...,

,..., ,...,

, ,...,

  .: ,   .k

k k

k

t t k

t t t t

k t t

A A là tapA R A ABorel F   

Hiển nhiên, 1 1,..., ,...,k kt t t t
k và 1,..., [0,1]kt t  chỉ ra rằng .E E E F  F  là một đại số Boolean sinh 

ra A  bởi vậy ta có .E E E A  Điều này chứng minh rằng .   

Bổ đề 2.2. Cho  là tập các độ đo xác suất trên .C  Để  là compact cần và đủ là với mỗi 0  tồn tại một hằng 

số 0M  và một hàm ,  giảm tới 0 khi 0  sao cho 

: 0 1
2

i x x M   

: , 1
2

xii x  

Chứng minh. 

 Giả sử là một tập các độ đo thỏa mãn các điều kiện ở trên. 

Với 0,  ta viết 

: 0A x x M  
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: ,xB x  

Khi đó K A B  là một tập đóng. Theo bổ đề 2.1, K  là compact. Rõ ràng 1 ; ,K  suy ra  

là compact. 

Ngược lại, giả sử  là compact. Khi đó tồn tại một tập compact K  sao cho 1 .
2

K   

Đặt 

0 ,
x K

M Sup x  

, x
x K

Sup  

Theo bổ đề 2.1, M  và , 0.   

Rõ ràng 

: 0 1
2

x x M K  

: , 1 ,
2

xx K  

Định lý 3.2. Giả sử  là một tập các độ đo xác suất trên .C  Để  là compact cần và đủ là các điều kiện sau được 

thỏa mãn: 

i  Với mỗi 0  tồn tại một hằng số M  sao cho 

: 0 1 ,
2

x x M  

ii  Với mỗi 0  và 0  tồn tại , 0  sao cho 

: 1 ,
2

xx  

Chứng minh. 

Điều kiện cần: 

Giả sử  là compact. i vừa được chứng minh trong bổ đề trước. 

Đối với ii chú ý rằng tồn tại một hàm số , 0  khi 0  sao cho 

: , 1 ,
2

xx  

Ta có thể tìm được ,  sao cho ,   

Khi đó hiển nhiên 

: 1 ,
2

xx  

Điều kiện đủ: 

Với mỗi số nguyên 1,2,...n  và 0  cho trước, tồn tại ,n  sao cho nếu , ,

1
:n x nF x

n
 thì 

, 1
1 .

2
n n

F  Đặt ,

1

: 0 n

n

K x x M F   

Hiển nhiên, 1 .K  Nếu ,x K  thì với mỗi n, ,nx F  bởi vậy tồn tại ,n  thỏa mãn 
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,

1
.x n

n
 Nói cách khác, 0x

x K

Sup  khi 0.  Bởi vì 0
x K

Sup x M  suy ra K  là compact. 

Do đó  là compact. 

4. Kết luận 

Trong bài báo đã  chỉ ra và chứng minh được điều kiện cần và đủ để hai độ đo trên C[0,1] bằng nhau, chỉ ra  và chứng minh 

được điều kiện cần và đủ để  là compact với   là tập các độ đo xác suất trên C[0,1]. 
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ABSTRACT 

Probability measures on C[0,1] 

Nguyen The Lam1 

1 HaNoi University of Mining and Geology 

The article has 2 main parts. Part 1 shows the necessary and sufficient conditions for the two measures on C[0,1] 

to be equal. Part 2 shows the necessary and sufficient conditions for  to be compact, where  be a  set of 

probability measures on C[0,1], C[0,1] is a space of functions that are continuous on [0,1]. In the article, tools of 

measure theory and 2 lemmas 2.1 and 2.2 are used. 
Keywords: Measure; stochastic process; - algebra; Borel set; probability space. 


