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Đến
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Vật rắn trong kỹ thuật đều có tính thời sự, đi vào các lĩnh vực mới của chuyên ngành Cơ học Vật rắn 

mà giới khoa học quốc tế và trong nƣớc đang quan tâm. 

Các báo cáo khoa học đã qua một quy trình phản biện nghiêm túc (hai hoặc ba phản biện độc 

lập cho 1 báo cáo) và đã đƣợc xuất bản trong Tuyển tập các công trình khoa học của Hội nghị, Nhà 

xuất bản Đại học Thái Nguyên, với ISBN theo quy định quốc tế (đây là điểm mới đáng ghi nhận của 

Hội nghị lần này) và các báo cáo sẽ đƣợc trình bày tại 7 phân ban trong ngày hôm nay theo chƣơng 

trình chi tiết mà các Quý vị đã có trong tay từ hơn 2 tuần qua. 

Thay mặt Ban tổ chức Hội nghị, chúng tôi xin cám ơn các Quý vị đại biểu, cám ơn các báo cáo 

viên đã gửi bài đúng hạn, chất lƣợng và đến báo cáo tại Hội nghị trong ngày hôm nay. Đặc biệt, chúng 

tôi xin gửi lời cám ơn sâu sắc đến Đảng Ủy, Ban Giám Hiệu, các Phòng, Ban, Khoa và cán bộ của 

trƣờng Đại học Kỹ thuật Công nghiệp, Đại học Thái Nguyên đã rất nhiệt tình và giành nhiều thời gian, 

công sức đồng tổ chức Hội nghị này.  

Xin cám ơn các tập thể và cá nhân trong các Ban của Hội nghị: Ban Khoa học (Đồng trƣởng ban 

là GS. Đào Huy Bích, PGS. Ngô Nhƣ Khoa và các thành viên), Ban Tổ chức (Đồng trƣởng ban là GS. 

Trần Ích Thịnh, PGS. Nguyễn Duy Cƣơng và các thành viên; đặc biệt là Ban tổ chức tại trƣờng Đại 

học Kỹ thuật Công nghiệp Thái Nguyên) và Ban Thƣ ký (PGS. Đào Nhƣ Mai, TS. Nguyễn Thị Thanh 

Nga, ThS. Nguyễn Thị Bích Ngọc) đã làm việc không mệt mỏi với tinh thần trách nhiệm cao trong 

nhiều tháng qua cho các công việc của Hội nghị khoa học Cơ học Vật rắn lần thứ XV này. 

Cuối cùng, xin chúc sức khoẻ tất cả các Quý vị đại biểu cùng toàn thể các Hội nghị viên và hy 

vọng rằng Hội nghị khoa học Cơ học Vật rắn lần thứ XV sẽ mang lại cho chúng ta nhiều ấn tƣợng tốt 

đẹp và nhiều kết quả bổ ích. 

Xin trân trọng cám ơn. 

Ngày 24 tháng 9 năm 2021 
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Tóm tắt. Nghiên cứu này được thực hiện nhằm xác định hệ số truyền nhiệt có hiệu của 

vật liệu composite xếp lớp trong trường hợp mặt phân giới giữa các lớp là không hoàn 

hảo tổng quát. Để giải bài toán này, báo cáo đã đề xuất phương pháp đồng nhất hoá giải 

tích cục bộ. Đầu tiên, miền phân giới với chiều dày rất nhỏ giữa hai lớp vật liệu sẽ được 

thay thế bởi một mặt phân giới không hoàn hảo với chiều dày tiến tới không được đặc 

trưng bởi bước nhảy về nhiệt độ và dòng nhiệt theo phương pháp tuyến bằng cách sử 

dụng phân tích xấp xỉ. Sau đó, nghiệm giải tích cục bộ chính xác về trường nhiệt độ, mật 

độ nhiệt và dòng nhiệt tại mỗi lớp sẽ được xác định nhờ vào các điều kiện biên và các 

điều kiện không liên tục nhận được từ bước thứ nhất. Tiếp theo, ten xơ hệ số dẫn nhiệt có 

hiệu sẽ được ước tính thông qua phép tính trung bình thể tích trên toàn miền vật liệu với 

các trường nghiệm cục bộ đã tính toán được. Cuối cùng các kết quả tính được bằng 

phương pháp này sẽ được so sánh số với các kết quả tính được bằng phương pháp phần tử 

hữu hạn.  

Từ khóa: Vật liệu composite đa lớp, hệ số dẫn nhiệt, mô hình mặt phân giới không hoàn 

hảo tổng quát, đồng nhất hoá giải tích cục bộ. 

1. Mở đầu 

Việc xác định tính chất truyền dẫn có hiệu của vật liệu xây dựng có dạng xếp lớp đã nhận được 

nhiều sự quan tâm của các nghiên cứu  trong những năm gần đây do sự phổ biến của loại vật liệu này 

trong xây dựng [1, 2]. Trong các bài toán truyền dẫn nói chung (thấm nước, khuếch tán, truyền nhiệt, 

dẫn điện…) thông thường người ta giả sử rằng miền phân giới giữa hai lớp vật liệu là hoàn hảo vì vậy 

trường thế và trường dòng theo phương pháp tuyến là liên tục khi đi qua mặt phân giới này [1 - 3]. 

Tuy nhiên trên thực tế thì mặt phân giới này là không hoàn hảo gây ra do các khuyết tật tại miền phân 
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giới giữa các vật liệu như thiếu vật liệu, lỗ rỗng, nhám… [4, 5] chính vì vậy giả thuyết về mặt phân 

giới hoàn hảo không còn đúng nữa mà phải ta phải xét đến mặt phân giới không hoàn hảo. Bài báo này 

sẽ xem xét mô hình miền phân giới là không hoàn hảo tổng quát (General Imperfect model) được đưa 

ra bởi Gu  [6] trong đó trường thế và trường dòng theo phương pháp tuyến đều không liên tục khi đi 

qua mặt phân giới này. Trong mô hình này miền phân giới dày sẽ được thay thế bởi mặt phân giới có 

chiều dày vô cùng nhỏ với bước nhảy của trường thế và trường dòng theo phương pháp tuyến bằng các 

phân tích tiệm cận dựa trên khai triển chuỗi Taylor. 

Khác với trường hợp đơn giản khi mặt phân giới là hoàn hảo, trong bài toán này ta không thể áp 

dụng các mô hình để đồng nhất hoá vật liệu đa lớp cổ điển [1] để dự đoán ten xơ truyền dẫn có hiệu 

của vật liệu tổng hợp được. Để xử lý vấn đề này, nghiên cứu đề xuất phương pháp đồng nhất hoá giải 

tích cục bộ  để xác định nghiệm của trường thế, mật độ trường thế, trường dòng trong mỗi lớp vật liệu  

sau đó lấy trung bình của các nghiệm này ta sẽ dự báo được  tính chất truyền dẫn vĩ mô của vật liệu 

tổng thể. Cuối cùng một áp dụng số cho các kết quả giải tích sẽ được áp dụng để so sánh với các kết 

quả tính được theo phương pháp phần tử hữu hạn. Trong báo cáo này bài toán truyền dẫn được xem 

xét là bài toán truyền nhiệt với trường thế (nhiệt độ), mật độ trường thế (gradient nhiệt độ), trường 

dòng (vec tơ dòng nhiệt) là các tham số cục bộ cần xác định. 

2. Mô tả bài toán 

Trong không gian ba chiều R
3
, xét một vật liệu tổng hợp có cấu tạo xếp lớp Ω được cấu thành 

bởi 2 lớp vật liệu đồng nhất và đẳng hướng với hệ số truyền nhiệt K
(i)

 = kiI và cùng với chiều dày là hi 

với i = 1, 2 (Xem Hình 1). Miền phân giới giữa hai lớp vật liệu này cũng được giả sử là đồng nhất và 

đẳng hướng với hệ số truyền nhiệt K
(c)

 = kcI cùng với chiều dày hc là vô cùng nhỏ so với hi. Trong 

nghiên cứu này, mặt phân giới giữa pha i và miền phân giới c, kí hiệu là Γ
(i)

 với Γ
(i)

 = ∂Ω
(i)

 ∩ ∂Ω
(c)

, 

mặt phân giới này được giả sử là hoàn hảo vì vậy trường nhiệt độ cũng như thành phần pháp tuyến của 

vec tơ dòng nhiệt là liên tục khi đi qua nó.  

 

Hình 1. Vật liệu xếp lớp với mô hình mặt phân giới không hoàn hảo. 

Ứng xử truyền nhiệt  của vật liệu pha Ω
(i)

  với i = 1, 2 được mô tả bằng định luật Fourier: 

 

 ( )    ( )    ( )                                                                   (1) 



324 Xác định ứng xử nhiệt của vật liệu xếp lớp trong trường hợp miền phân giới là không hoàn hảo tổng quát    

bằng cách giải bài toán đồng nhất hoá nhiệt cục bộ 

 

Ở đây  ( ) và  ( ) là trường dòng nhiệt và trường nhiệt độ,  ( ) ten xơ truyền nhiệt bậc  2 của 

pha Ω
(i)

 . Xét trường hợp trường dòng nhiệt là chấp nhận tĩnh, chế độ truyền nhiệt ổn định và không có 

nguồn nhiệt. Vec tơ dòng nhiệt cục bộ  ( ) phải thoải mãn phương trình bảo toàn năng lượng 

   ( )                                                               (2) 

Trường mật độ nhiệt e(x) trong không gian  là chấp nhận động và xác định như sau: 

 ( )     ( ).                                                                       (3) 

Ở cấp độ vĩ mô, vec tơ mật độ nhiệt vec tơ E và dòng nhiệt  Q được xác định nhưu sau: 

                        
 

| |
∫  ( ) ( )   
  

     
 

| |
∫ [ ( )   ( )]    
  

                      (4) 

Với m  là vec tơ pháp tuyến đơn vị  của   , | | là thể tích miền  .  

3. Mô hình đồng nhất hoá cục bộ 

Khi mặt phân giới 
(i)

  giữa miền phân giới Ω
(c)

  với các lớp vật liệu Ω
(i)

 được giả sử là hoàn hảo 

với sự liên tục của trường nhiệt độ và pháp tuyến của vec tơ dòng nhiệt 

 ( )|
 ( )

  ( )|
 ( )
                                                                (5) 

  
( )|

 ( )
   

( )|
 ( )
                                                             (6) 

Ta tiến hành khai triển chuỗi Taylor  [6] trường nhiệt độ trên miền phân giới như sau: 

 ( )|
 
  ( )|

 ( )
 

  

 
  ( )   |

 ( )
  (  

 )                                        (7) 

 ( )|
 
  ( )|

 ( )
 

  

 
  ( )   |

 ( )
  (  

 )                                        (8) 

Trong các bước tính tiếp theo trên mặt Γ (sau khi đã thay thế miền Ω
(c)

 bởi mặt Γ) các tính chất 

trên mặt này ở lớp phía trên sẽ được kí hiệu (+) và thuộc lớp phía dưới kí hiệu (-). Áp dụng mô hình 

mặt phân giới không đồng nhất cho vật liệu hai lớp của Gu [6] trong trường hợp phương phân lớp 

trung với phương e3, ta xác định được bước nhảy của trường nhiệt độ và thành phần pháp tuyến của 

dòng nhiệt qua mặt phân giới không hoàn hảo Γ: 

⟦ ⟧  
  

 
*(

 

  
 

 

  
)   

( )
 (

 

  
 

 

  
)   

( )+   (  
 )                                   (9) 

⟦  ⟧  
  

 
*(     ) (

   ( )

   
  

   ( )

   
 )  (     ) (

   ( )

   
  

   ( )

   
 )+   (  

 )   (10) 

Xét miền Ω chịu các điều kiện biên sau : 

 ( )    ( )                                                            (11) 

 ( )   ( )    ( )                                                         (12) 

với      là trường nhiệt độ và dòng nhiệt tạo biên ∂Ω = ∂Ω
(+)

 ∪ ∂Ω
(−)

 ∪ ∂ΩL ; m là tập hợp các 

vec tơ pháp tuyến đơn vị hướng ra ngoài miền  ∂Ω.  Để thực hiện các bước tính toán tiếp theo, hai điều 

kiện biên đặc biệt được xém xét:  
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• Điều kiện biên đồng nhất mật độ nhiệt:        ( )                                                 (13) 

• Điều kiện biên đồng nhất về trường dòng nhiệt:    ( )   ( )      ( )                    (14) 

Với          lần lượt là trường mật độ nhiệt và dòng nhiệt ở cấp độ vĩ mô. Áp điều kiện biên 

tại    như sau 

 ( )  [
 
 
  
 
]        ( )                                                           (15) 

 ( )  [
 
 
  
 
]        ( )                                                            (16) 

 ( )     
      

     (  )                                                       (17) 

trong đó    [
  
 

  
 

 

] là vec tơ mật độ nhiệt và    [
 
 
  
 
] là vec tơ dòng nhiệt ở cấp độ vĩ mô, với 

∂Ω
(+)
, ∂Ω

(−)
 và ∂ΩL là các thành phần của ∂Ω. Nghiệm trường nhiệt cục bộ tại mỗi lớp vật liệu   (1)

 (x) 

và   (2)
 (x) phải thoả mãn phương trình cân bằng năng lượng (2), điều kiện mặt phân giới không hoàn 

hảo (9) và các điều kiện biên  (13, 14, 15, 16, 17). Sau các tính toán ta nhận được 

 (  )  {

  
 

  
            [        ]

  
 

  
   

  

 
(
 

  
 

 

  
 

 

  
)  

    
   (

 

  
 

 

  
)        [    ]

               (18) 

thay nghiệm 18 vào phương trình 17 ta nhận được nghiệm giải tích của trường nhiệt độ trong 

mỗi pha như sau: 

 ( )( )   *
  
 

  
   

  

 
(
 

  
 

 

  
 

 

  
)  

    
   (

 

  
 

 

  
)    

      
   +      (19) 

 ( )( )   *  
      

    
  
 

  
  +                                            (20) 

Thay nghiệm giải tích của trường nhiệt độ (19) và (20) vào công thức (3) ta thu được nghiệm 

giải tích cục bộ của trường mật độ nhiệt tại mỗi lớp vật liệu như sau: 

 ( )( )     ( )( )  [

  
 

  
 

  
 

  

]       ( )( )     ( )( )  [

  
 

  
 

  
 

  

]                       (  )                             

Thay nghiệm giải tích cục bộ của trường mật độ nhiệt vào phương trình (1) ta tính được trường 

dòng nhiệt cục bộ tại mỗi lớp vật liệu như sau: 

 ( )( )  [

    
 

    
 

  
 

]       ( )( )  [

    
 

    
 

  
 

]                                           (  )                             

Trường mật độ nhiệt và dòng nhiệt ở cấp độ vĩ mô sẽ được xác định bằng cách lấy tích phân 

trên toàn miền vật liệu 
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| |
∫  ( )   ( )    

 

| |
∫  ( )   ( )  

  ( )∪  ( )      

 

=          
 

 

  (                                      )

(     )      
    (23) 

      
 

| |
∫[   ( )]       

 

| |
∫ [   ( )]     

  ( )∪  ( )      

 

=   
  (         )

     
   

  (         )

     
                                                           (24) 

Cuối cùng, các thành phần của ten xơ hệ số dẫn nhiệt vĩ mô của vật liệu xếp lớp được xác định 

như sau: 

   
    

   
   

 

[
 
 
 
 
           

           

  *
  
  

 
  
  

 
  
   

 
  
 
(
 

  
 
 

  
)
  

+
]
 
 
 
 

 

trong đó    
  

     
    

  

     
 là tỷ lệ thể tích của lớp 1 và lớp 2 trong vật liệu tổng hợp.  

 

4. Một số kết quả áp dụng số  

Để minh hoạ số cho các kết quả giải tích thu được trong nghiên cứu này, xét vật liệu tổng hợp 

có hai lớp cấu thành với ten xơ truyền nhiệt đẳng hướng lần lượt là   ( )        
( )      trong đó 

chọn k1 = 10 và k2 = 1. Vật liệu cấu thành nên miền phân giới là vật liệu trực hướng với các thành 

phần khác không của ten xơ hệ số dẫn nhiệt được lựa chọn như sau    
( )

        
( )

    
( )

    . 

Chiều dày của hai lớp vật liệu  ( ) và  ( ) được chọn là h1 = h2 =1; chiều dày của miền phân giới hc là 

vô cùng nhỏ so với hai lớp vật liệu và được chọn dao động từ 0.01; 0.02;0.03;0.04…0.1. Các kết quả 

số thu được từ phương pháp đồng nhất hoá giải tích cục bộ sẽ được so sánh với các kết quả được thực 

hiện bởi phương pháp phần tử hữu hạn Hình 2. 

  

Hình 2. Nhiệt độ truyền theo phương zz, chia lưới phần tử vật liệu 
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Hình 3. Ảnh hưởng của chiều dày miền phân 

giới tới hệ số dẫn nhiệt có hiệu    
   

 

Hình 4. Ảnh hưởng của chiều dày miền phân 

giới tới hệ số dẫn nhiệt có hiệu    
   

 

Các kết quả áp dụng số thực hiện bởi phương pháp đồng nhất hoá cục bộ và phương pháp phần tử hữu 

hạn được thể hiện ở Hình 3, 4, 5 trình bày sự thay đổi của tỷ số 
   
   

  
⁄  cho tương quan của các hệ số 

truyền dẫn so với k2 của lớp 2, các kết quả chỉ ra rằng khi chiều dày miền phân giới càng nhỏ thì thành 

phần    
    của ten xơ hệ số dẫn nhiệt xác định theo hai phương pháp càng gần nhau, khi chiều dày 

miền phân giới = 1/10 chiều dày mỗi lớp thì giá trị này chênh nhau chỉ khoảng 2%. Đối với các giá trị 

   
    thì kết quả thu được bởi phương pháp giải tích và phương pháp phần tử hữu hạn gần như trùng 

khít. Các kết quả này cho thấy tính đúng của phương pháp đồng nhất hoá giải tích cục bộ. 

 

Hình 5. Ảnh hưởng của chiều dày miền phân giới tới các thành phần của ten xơ  

hệ số dẫn nhiệt có hiệu vẽ trên cùng biểu đồ  

  

Hình 6. Mặt cắt nghiên cứu trường nhiệt độ Hình 7. Phân bố nhiệt độ trên mặt cắt nghiên cứu 
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Hình 8. Đường cắt nghiên cứu trường nhiệt độ Hình 9. Phân bố nhiệt độ trên đường cắt nghiên cứu 

Ngoài ra để minh hoạ cho ảnh hưởng của miền phân giới tới khả năng truyền nhiệt của vật liệu 

đa lớp trong trường hợp ta áp cho nhiệt độ truyền theo phương zz. Nghiên cứu đã tiến hành thực hiện 

mặt cắt Hình 6 và đường cắt Hình 8 đi qua vật liệu xếp lớp. Biểu đồ phân bố nhiệt Hình 7 và Hình 9 

thể hiện biến đổi của trường nhiệt độ trong vật liệu tại các vị trí của mặt cắt và đường cắt cho thấy ảnh 

hưởng của miền phân giới tới sự truyền nhiệt qua vật liệu xếp lớp. 

5. Kết luận 

Nghiên cứu này đã đề xuất phương pháp đồng nhất hoá giải tích hoá cục bộ dựa vào các phép 

toán giải tích để xác định nghiệm giải tích cục bộ chính xác của bài toán nhiệt, sau đó xác định tính 

truyền nhiệt vĩ mô của vật liệu đa lớp thông qua phép lấy trung bình trong trường hợp mặt phân giới 

giữa các lớp vật liệu là không hoàn hảo tổng quát. Các kết quả của nghiên cứu đã được kiểm chứng so 

sánh áp dụng số với phương pháp phần tử hữu hạn cho thấy tính đúng của phương pháp khi miền phân 

giới là mỏng. Kết quả của phương pháp cho phép đơn giản hoá tính toán khi xác định hệ số truyền 

nhiệt có hiệu của vật liệu xếp lớp khi miền phân giới giữa các vật liệu này là mỏng.  Các kết quả này 

có thể dễ dàng mở rộng trong trường hợp vật liệu có nhiều hơn hai lớp, áp dụng trực tiếp vào các bài 

toán truyền dẫn tương đương như khuếch tán, thấm, dẫn điện và phát triển để xác định tính chất có 

hiệu của vật liệu đa lớp với mặt phân giới không hoàn hảo tổng quát cho các hiện tượng vật lí khác 

như đàn hồi, áp điện… 
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