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Động lực học và điều khiển tay máy robot hai khâu đàn hồi 
 

Đinh Công Đạt1, 

Trường Đại học Mỏ - Địa chất 
 

TÓM TẮT 

Báo cáo này trình bày một cách tiếp cận để giải quyết bài toán động lực học và điều khiển tay máy robot 
hai khâu đàn hồi. Sử dụng phương trình Lagrange loại 2 và phương pháp Ritz – Galerkin để thiết lập hệ 
phương trình vi phân chuyển động của cơ hệ. Từ đó xây dựng một thuật toán điều khiển ổn định dao động 
đàn hồi của cơ hệ dựa trên chuyển động cơ bản đã biết. Tính toán số đối với tay máy robot hai khâu T-R có 
khâu đàn hồi được thực hiện bằng phần mềm Matlab để minh họa cho thuật giải đề xuất. 

Từ khóa: “robot”; “đàn hồi”; “điều khiển ổn định”. 

1. Đặt vấn đề 

Ngày nay, tay máy robot được sử dụng phổ biến trong các lĩnh vực công nghiệp, dịch vụ, y tế, hàng 
không vũ trụ, v.v... Tay máy robot truyền thống thường được thiết kế có độ cứng cao để bỏ qua biến dạng 
đàn hồi trong các khâu, do đó nó có thể được mô hình như hệ các vật rắn tuyệt đối để dễ dàng điều khiển. 
Độ cứng vững của tay máy robot có được do các nhà chế tạo đã tăng kích thước các khâu. Điều này làm 
tăng khối lượng, quán tính của các khâu, và dẫn tới việc cần nhiều năng lượng để vận hành robot. Các nhà 
chế tạo gần đây hướng tới việc đưa ra các tay máy robot nhẹ và mảnh hơn có chi phí vật liệu và năng lượng 
thấp hơn, nhưng việc giảm khối lượng khâu kèm theo việc giảm độ cứng của khâu. Khi đó, các tay máy trở 
nên dễ biến dạng hơn và khó khăn hơn để điều khiển chính xác. Bởi vậy, đối với các robot có các khâu dài, 
mảnh, nhẹ chuyển động với vận tốc và gia tốc cao, cũng như tải trọng làm việc lớn, tính chất đàn hồi của 
khâu là không thể bỏ qua. Loại tay máy đàn hồi này thường được ứng dụng trong các lĩnh vực như thám 
hiểm không gian, tự động hóa sản xuất, xây dựng, mỏ, ở đó đòi hỏi tay máy có khối lượng nhỏ nhưng có 
không gian làm việc lớn.  

Gần đây, việc nghiên cứu tay máy robot đàn hồi đã được rất nhiều nhà khoa học quan tâm. Đã có rất 
nhiều công trình nghiên cứu về động lực học và điều khiển tay máy có khâu đàn hồi. Các công trình này 
được tổng hợp trong các bài nghiên cứu tổng quan như (Ahmed, 1997; Lochan, 2016; Kumar, 2006). Một 
loạt các công trình mô hình hóa với bốn phương pháp chính được sử dụng bao gồm: Phương pháp tập trung 
tham số (Sang-Myeong, 2015), phương pháp sai phân hữu hạn (Valembois, 1997), phương pháp khai triển 
theo các hàm riêng hay phương pháp Ritz-Galerkin (Javier, 1994; Lochan 2016), phương pháp phần tử hữu 
hạn (Usoro, 1986; Zhi-Cheng, 2012). Bên cạnh việc mô hình hóa, bài toán động lực học và điều khiển vị 
trí và quĩ đạo của các khâu cũng được quan tâm nghiên cứu. Rất nhiều luật điều khiển từ tuyến tính, phi 
tuyến, thích nghi, bền vững, logic mờ, mạng nơ ron, vv… đã được thiết lập và áp dụng đối với tay máy đàn 
hồi (Benosman, 2002; Benosman, 2001; Dadfarnia, 2004; Seifried, 2014; Zhi-Cheng, 2012; Yang, 1997; 
Yuangang, 2006). 

Nói chung, đối với tay máy robot đàn hồi, hệ phương trình chuyển động của nó là một hệ phương trình 
vi phân đạo hàm riêng phức tạp. Việc tìm nghiệm giải tích cho những hệ đó là không khả thi, các nghiên 
cứu trước đây thường sử dụng phương pháp số để xấp xỉ nghiệm (thường dùng Matlab – Simulink). Tuy 
nhiên nhược điểm của cách làm đó là không xác định được điều kiện đầu cho dao động của tay máy robot 
để sử dụng trong tính toán số. 

Trong bài báo này, phương pháp Ritz-Galerkin và phương trình Lagrange loại 2 được sử dụng để thiết 
lập mô hình động lực cho tay máy robot hai khâu T-R phẳng có khâu đàn hồi. Hệ phương trình vi phân 
chuyển động được tuyến tính hóa bằng cách sử dụng khai triển Taylor của hàm véc tơ (Nguyen Van Khang, 
2019). Thiết kế bộ điều khiển ổn định dao động của hệ dựa vào hệ phương trình vi phân đã tuyến tính.  

2. Cơ sở lý thuyết và phương pháp nghiên cứu 
2.1. Thiết lập phương trình vi phân chuyển động bằng phương pháp Ritz-Galerkin 

Xét mô hình tay máy robot hai khâu T-R như hình 1. Khâu tịnh tiến (T) có khối lượng m1, chiều dài l1. 
Chuyển động tịnh tiến dọc phương Oy0 nhờ lực Fa1. Đầu B mang đĩa tròn có khối lượng mB, Bán kính r. 
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Khâu quay BE I là thanh đồng chất, tiết diện không đổi A, có khối lượng m2, chiều dài l2. Chuyển động 
quay quanh khớp B nhờ mô men τa2. 

 
Hình 1. Tay máy hai khâu đàn hồi T-R 

Hệ quy chiếu Ox0y0 là hệ quy chiếu cố định, hệ 0 0
Ax y và hệ quy chiếu gắn với khâu 1. Hệ quy chiếu 

Dxy là hệ quy chiếu gắn với khâu 2. Chỉ xét biến dạng uốn ngang (bỏ qua biến dạng dọc thanh). 

Xét điểm P tại vị trí x trên thanh, gọi ,w x t  là chuyển vị ngang của điểm P. Ta có tọa độ điểm P: 

 2 2

1 2 2

1
cos sin

sin cos
P a a

P a a a

x l r x q w q

y q r x q w q
  (1) 

2.1.1. Động năng của cơ cấu 

 1 2B
T T T T   (2) 

Trong đó động năng khâu tịnh tiến và động năng của đĩa B: 

 
1 1 2

2 2 2
1 1

1 1 1
,

2 2 2a B B a B a
T m q T m q J q   (3) 

Động năng khâu đàn hồi:  

 
2

2
2

0

1

2

l

P
T v   (4) 

Với  (kg/m) là phân bố khối lượng trên đơn vị chiều dài, 2 2
/m l . 

Từ (1) đạo hàm lên và thay vào (4) ta có: 

 
2

1 2 2

2 2 2 2 2
2

0

1
[ (( ) ) 2( )

2

l

a a a
T q w r x w q r x wq   

 
1 2 2 1 2 1 2 2

2( ) cos 2 cos 2 sin ]
a a a a a a a a

r x q q q q w q wq q q dx    (5) 

Ta có động năng của hệ:  

1 2

2 2 2 2
1 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
( ) ( )

2 2 2 2 6B a B a
T m m m q J m r m rl m l q

1 2 22 2 2

1
( ) cos
2 a a a
m l m r q q q  

 
2

2 2

2 2 2

0

1
[ 2( )

2

l

a a
w w q r x wq

1 2 1 2 2
2 cos 2 sin ]

a a a a a
q w q wq q q dx    (6) 
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2.1.2. Thế năng 

Thế năng đàn hồi của thanh truyền DE đồng chất, thiết diện không đổi, trục thanh trùng với trục trung 
hòa có dạng (Ahmed, 1997) 

 
2

2
2

1 2
0

1

2

l
w

EI dx
x

 (7) 

Chọn gốc thế năng là đường ngang qua trục Ox0, ta có thế năng có được do tác dụng của trọng lực 

 
2

1 12 1

0

.
l

a B a P
m gq m gq y gdx  

 
2

1 2 2

2
1 2 2

0

( ) ( )sin cos
2

l

B a a a

l
m m m gq m g r q g q wdx   (8) 

Từ (7), (8) ta có thế năng của hệ: 

1 2

2
1 2 2

( ) ( )sin
2B a a

l
m m m gq m g r q

2 2

2

2
2

2
0 0

1
cos

2

l l

a

w
g q wdx EI dx

x
  (9) 

2.1.3. Phương trình vi phân chuyển động 

Chuyển vị uốn ngang tương đối ,w x t   trong hệ quy chiếu động Dxy được biểu diễn dưới dạng (Ahmed, 

1997) 

 
1

( , ) ( ) ( )
i

N

i e
i

w x t X x q t   (10) 

trong đó: ,w x t  là chuyển vị uốn ngang của thanh tại vị trí x, ở thời điểm t.  

 ( )
i

X x  là các hàm thỏa mãn điều kiện biên của thanh đàn hồi 

 ( )
ie

q t  là các tọa độ suy rộng phụ thuộc vào thời gian và là đại lượng chưa xác định. 

Theo phương pháp Ritz – Galerkin trong trường hợp thanh một đầu ngàm một đầu tự do thì ( )
i

X x  có 

phương trình đặc trưng [10]:  
 

 1 cos cosh 0l l   (11) 

Giải hệ phương trình (11) ta nhận được các trị riêng i
l  (i=1, 2, …). Từ đó ta có các hàm ( )

i
X x  có dạng: 

 
cos cosh

cos cosh sin sinh
sin sinh

i i
i i i i i

i i

l l
X x x x x x

l l
 (12) 

Khi đó ta có:  

 
2 2 2

1 1 10 0 0

( ) ( ) ( ) . ( )
i i i

l l lN N N

i e i e i e
i i i

wdx X x q t dx X x dx q t C q  (13) 

 
2 2 2

1 1 10 0 0

( ) ( ) ( ) . ( )
i i i

l l lN N N

i e i e i e
i i i

wdx X x q t dx X x dx q t C q  (14) 

 
2 2

2

1 1 1 10 0
i j i j

l lN N N N

i j e e ij e e
i j i j

w dx X X dx q q m q q  (15) 

 
2 2

2

1 1 1 10 0
i j i j

l lN N N N

i j e e ij e e
i j i j

w dx X X dx q q m q q  (16) 

 
2 2 2

1 1 10 0 0

( ) ( ) ( ) . ( )
i i i

l l l
N N N

i e i e i e
i i i

xwdx xX x q t dx xX x dx q t Dq  (17) 
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2 2

2
2

2
1 1 1 10 0

i j i j

l lN N N N

e e i j ij e e
i j i j

w
dx q q X X dx k q q

x
 (18) 

trong đó: 
2

0

l

i i
C X dx ; 

2l

i i
0

D = xX dx ; 
2

0

l

ij i j
m X X dx  ;

2

0

l

ij i j
k X X dx  (19) 

Thay các biểu thức từ (12) đến (18) vào biểu thức động năng (6) và biểu thức thế năng và áp dụng 
phương trình Lagrange loại 2 ta được hệ 2+N phương trình vi phân chuyển động của robot (20). 

1 2 2 2 2 2

2
1 2 2 2 2 2 2 2

1

1 1
( ) ( ) cos ( ) sin cos

2 2 i

N

B a a a a a a i e
i

m m m q m l m r q q m l m r q q q C q   

2 2 2 2 2 2 1

2
1 2

1 1 1

2 sin sin cos ( )
i i i

N N N

a a i e a a i e a a i e B a
i i i

q q C q q q C q q q C q m m m g F   (20) 

1 2 1 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1

1 1
( ) cos sin ( )
2 3i i j

N N N

a a a a i e B a a ij e e
i i j

m l m r q q q q C q J m r m rl m l q q m q q  

2 2 2 2

2
2

1 1 1 1 1

2 cos sin
2i i i j i

N N N N N

i e i e a ij e e a a i e a
i i i j i

l
r C q D q q m q q m g r q g q C q τ  (21) 

2 2 1 2 2 2

2

1 1 1

cos cos
i j j

N N N

ij e a i i a i a a a ij e i a ij e
j j j

m q rq C Dq C q q q m q gC q EI k q  (22) 

2.2. Tuyến tính hóa phương trình chuyển động 

Hệ phương chuyển động (20), (21), (22) trong trường hợp chon N=1 có thể viết gọn lại dưới dạng: 

 1
( ) ( , , )tM q q p q,q τ  (23) 

trong đó:
3 3

M s M , 
1 3 1
p p ,

1 2 1 1 2
( ) [ ] , [ 0]T T

a a e a a
t q q q Fq ττ   

Sử dụng khai triển Taylor [8] để tuyến tính hóa, phương trình tuyến tính hóa lúc này trở thành: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
L L L L
t t t tM y C y K y h   (24) 

trong đó ký hiệu: ( ) ( ) ( )Rt t tq q y   (25) 

với (t)Rq là tọa độ suy rộng khi cơ hệ coi là robot rắn. 

2 2

2

2

1 2 2 2 2 1

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 1 1

1 1 1 11

1
( ) ( )cos cos

2
1 1

( ) ( )cos
2 3

cos

R R
B a a

R
L a B

R
a

m m m m l m r q C q

t m l m r q J m r m rl m l rC D

C q rC D m

M  (26) 

( )
L
tC

2 2 2 22 2 2 1
0 ( 2 ) sin 2 sin

0 0 0

0 0 0

R R R R
a a a a

m l m r q q C q q

  (27) 

2 2 1 2

2

1 1 1 1

0

( ) 0 ( )

cos cos ( )
L L

R R R R
a a a a

t t

gC q C q q rC D q

h hτ = τ  (28) 

( )
L
tK

2 2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 1

2 1 2

2 2
2 2 2 1

2 2 2 1

2
1 11 11

1
0 ( )(sin cos ) (sin cos )

2
1

0 ( )sin ( ) sin ( )
2

0 sin ( )

R R R R R R R R
a a a a a a a a

R R R R
a a a a

R R R
a a a

m l m r q q q q C q q q q

m l m r q q g C q q g

C q q g EIk q m

  (29) 
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2.3. Điều khiển ổn định bằng số mũ Floquet 

Mục tiêu của bài toán điều khiển ổn định dao động của tay máy đàn hồi là xác định các tham số điều 
khiển để hệ ổn định. Ta đưa vào mô men điều khiển dưới dạng: 

 
1 1

2 2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

p d

P D p d

k k

k kK y K y y yτ   (30) 

Hệ phương trình (30) lúc này trở thành 

 2( ) ( ) ( ) ( )
L L L L D P
t t t tM y+C y+K y = h K y K y ,  (31) 

chuyển vế và biến đổi ta được: 

 2( ) ( ) ( )
L L D L P L
t t t tM y+ C K y+ K K y = h   (32) 

 
2 2 2 2
( ) ( ) ( ) ( )

L L L L
t t t tM y+C y+K y = h   (33) 

với: 

 
2
( ) ( )

L L
t tM M , 

2
( ) ( )

L L P
t tK K K , 

2
( ) ( )

L L D
t tC C K  (34) 

Bài toán ổn định yêu cầu ta phải chọn KP và KD sao cho nghiệm thuần nhất ytn(t) tiến tới 0 nhanh, khi 

đó nghiệm *( ) ( )t ty y  nhanh. 

3. Kết quả và thảo luận  

Xét hệ phương trình thuần nhất:  

 
2 2 2
( ) ( ) ( )

L L L
t t tM y+C y+K y = 0   (35) 

Theo Floquet ta phải chọn các tham số điều khiển sao cho tất cả các số mũ Floquet của hệ phương trình 
(35) có phần thực âm, khi đó hệ sẽ ổn định (Nguyen Van Khang, 2012). 

Ta chọn tham số của bộ điều khiển trong trường hợp này là: 

 1 2 1 2
10, 0.3, 8, 0.05

p p d d
k k k k  (36) 

Số mũ Floquet của phương trình (35) tính được: 

 1 2 3 4

5 6

-1.9375 ,  -3.5995, -4.5494, -5.2179 + 0.4793i

-5.2179 - 0.4793i, -8.6794 + 1.5708i
  (37) 

Vì tất cả các phần thực đều âm nên với bộ tham số trên hệ sẽ ổn định théo tiêu chuẩn Floquet. 
Chọn thông số tay máy hai khâu T-R như trong bảng 1. 

Bảng 1. Bảng thông số tay máy hay khâu T-R đàn hồi 
Thông số Kí hiệu (đơn vị) Giá trị 

Chiều dài khâu 1 
1
( )m  0.1 

Khối lượng khâu 1 
1
( )m kg  1.32 

Chiều dài khâu 2 
2
( )m  0.3 

Diện tích mặt cắt ngang khâu 2 2( )A m  2x10-5 

Khối lượng riêng của khâu 1 và 2 3( / )kg m  7850 

Khối lượng vật B ( )
B

m kg  0.1 

Mô men quán tính mặt cắt ngang khâu 2 4( )I m  1.67x10-12 

Mô đun đàn hồi 2( / )E N m  2x1010 

 
Quỹ đạo khớp tịnh tiến mong muốn Quỹ đạo khớp quay mong muốn 

1
0.025cos( / 2)

a
q t  

2
0.25 cos( /2)

a
q t  

Tính toán số với phần mềm Matlab ta được nghiệm dao động trong giai đoạn chuyển tiếp. 
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Hình 2. Nghiệm dao động của tay máy robot trong giai đoạn chuyển tiếp 

Từ hình 2 ta thấy nghiệm dao động không mong muốn của hệ là nhỏ và tắt tương đối nhanh. Khi đó với 
thông số bộ điều khiển cho biết ở trên, chuyển động của tay máy robot sẽ dao động tuần hoàn rất nhỏ quanh 
chuyển động mong muốn của khâu đã đặt ra. 

4. Kết luận 

Bài báo trình bày bài toán động lực và điều khiển tay máy robot hay khâu T-R có khâu đàn hồi. Mô hình 
hóa và thiết lập hệ phương trình vi phân chuyển động của tay máy robot bằng phương pháp Ritz – Galerkin 
kết hợp với phương trình Lagrange loại 2. Tuyến tính hóa hệ phương trình vi phân chuyển động bằng cách 
sử dụng khai triển Taylor của hàm véc tơ. Cuối cùng tác giả đề xuất một thuật toán điều khiển ổn định tay 
máy robot theo tiếu chuẩn Floquet. Kết quả tính toán số bằng Matlab cho thấy dao động không mong muốn 
của hệ là nhỏ và triệt tiêu nhanh, từ đó thấy được sự tin cậy của phương pháp đề xuất. 
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ABSTRACT 

Dynamic and control of a two – link flexible manupulator 
 

Dinh Cong Dat1,* 

1 Hanoi University of Mining and Geology 

This paper presents an approach dynamics and control of a two – link flexible manipulator. Equations of 
motion was established using the Lagrange formulation and Ritz – Galerkin method. Linearize the system 
of set motion equations. Finally, the author offers an algorithm for controlling the vibration stability of the 
robot arm. Numerical simulations are implemented for a two – link flexible manipulator to illustrate the 
proposed algorithm.  

Keywords: Flexible robot manipulator; stability; control. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 


