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NGHIÊN CỨU VÀ VẬN DỤNG PHÉP THẤU XẠ AFIN  
TRONG DẠY BÀI TOÁN BIỂU DIỄN ĐƯỜNG ELIP TRONG HÌNH HỌC HỌA HÌNH 

NHẰM NÂNG CAO NĂNG LỰC BIỂU DIỄN HÌNH HỌC CHO SINH VIÊN 

Trần Hồng Hải - Trường Đại học Mỏ - Địa chất 

 

Ngày nhận bài: 29/08/2018; ngày sửa chữa: 14/09/2018; ngày duyệt đăng: 20/09/2018. 
Abstract: In the technical universities, descriptive geometry plays a very important role in 

equipping students with reading skills and designing technical drawings. The basis for constructing 

the knowledge of the module is mainly based on projections, transformations inheriting the 

knowledge of Euclidean geometry. This article presents the application of affine homology in 

teaching the problem of elliptic line representation in descriptive geometry to improve the 

competency of represent geometry for students as well as to help them better understand the 

relationship between Euclidean geometry and descriptive geometry. 

Keywords: Affine homology, descriptive geometry, performance. 

 

1. Mở đầu 

Hình học Họa hình (HHHH) là môn học nghiên cứu 

cách biểu diễn các yếu tố hình học trong không gian 

Euclide 3 chiều (điểm, đường, mặt) lên mặt phẳng hai 

chiều, qua đó nghiên cứu cách giải các bài toán liên quan 

trên mặt phẳng biểu diễn.  

Học phần HHHH thuộc phần kiến thức cơ bản trong 

khung chương trình của các trường đại học khối kĩ thuật, 

chiếm 2 hoặc 3 tín chỉ trong tổng số 130 - 150 tín chỉ. Cụ 

thể tại một số trường như sau: Trường Đại học Bách khoa 

Hà Nội - 2/130 tín chỉ; Trường Đại học Giao thông vận 

tải - 4/290 đơn vị học trình; Trường Đại học Công nghệ 

Giao thông Vận tải: 2/130 tín chỉ; Trường Đại học Mỏ - 

Địa chất - 2/135 tín chỉ; Trường Đại học Công nghiệp 

Quảng Ninh - 2/150 tín chỉ; Trường Đại học Bách khoa 

Đà Nẵng - 2/150 tín chỉ. Nội dung chính của học phần 

thường bao gồm những vấn đề sau: (1) Biểu diễn điểm - 

đường thẳng - mặt phẳng; (2) Các bài toán về vị trí; (3) 

Các bài toán về lượng; (4) Đường và mặt; (5) Các phép 

biến đổi hình chiếu; (6) Hình chiếu có số, hình chiếu phối 

cảnh. Trong đó các nội dung (1), (2), (3), (4) là những nội 

dung cơ bản. 

Mục tiêu của học phần này được các trường đại học 

khối kĩ thuật đề ra khá thống nhất ở những điểm sau: 

Trang bị cho sinh viên những kiến thức cơ bản về các 

nguyên tắc biểu diễn không gian hình học, các phép biến 

đổi, sự hình thành giao tuyến các mặt,... Học phần này 

trang bị những kiến thức và kĩ năng giúp người học đọc 

hiểu và thiết kế được những bản vẽ kĩ thuật, những tri 

thức về HHHH - là một trong những tri thức cơ bản, bắt 

buộc, tối thiểu đối với sinh viên các trường thuộc khối kĩ 

thuật [1], [2].  

Mặc dù các kiến thức trong học phần HHHH dựa 

trên các kiến thức của hình học Euclide, nhưng 

phương pháp nghiên cứu của hai loại hình học này 

khác nhau. Hình học Euclide nghiên cứu các hình 

trong không gian vật lí ba chiều dựa trên hình biểu 

diễn của hình đó trên mặt phẳng chiếu (mặt phẳng tờ 

giấy, mặt bảng…). Cơ sở xây dựng và nghiên cứu về 

HHHH dựa trên các phép chiếu, trong đó các hình biểu 

diễn của hình học Euclide phải thỏa mãn các tính chất 

về hình biểu diễn đầy đủ (nếu chỉ quan tâm tới các tính 

chất Afin: liên thuộc, song song, tỉ lệ của các đoạn 

thẳng cùng phương…), các tính chất về hình biểu diễn 

định dạng (nếu quan tâm tới các tính chất Metric: độ 

dài, độ lớn, quan hệ vuông góc,…) [3], [4], trong khi 

đó HHHH nghiên cứu các hình trên cả hai hình biểu 

diễn của nó. Do vậy, năng lực biểu diễn hình học cũng 

như trí tưởng tượng không gian được nhấn mạnh đối 

với người học HHHH. 

Bài viết đề cập đến việc vận dụng phép thấu xạ Afin 

vào dạng toán biểu diễn đường elip trong HHHH thông 

qua một số ví dụ điển hình nhằm nâng cao khả năng biểu 

diễn hình học cho sinh viên, đồng thời cho người học 

thấy được mối liên hệ mật thiết giữa Hình học Euclide và 

HHHH. 

2. Nội dung nghiên cứu 

2.1. Kiến thức cơ sở 

2.1.1. Tỉ số kép của 4 điểm thẳng hàng, 4 đường đồng quy 

- Tỉ số đơn của 3 điểm thẳng hàng A, B, C được kí 

hiệu và xác định như sau:  

BC

AC
ABC )(  
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- Tương tự, tỉ số kép của 4 điểm thẳng hàng A, B, 

C, D: 

 ABCD
)(

)(

ABD

ABC
=  

BC

AC
:
BD

AD
 

- Trường hợp đặc biệt:  

+ D ∞ thì = 
 
 

 
 

 ABC
ABD

ABC

ABD

ABC




 

+ Hai cặp điểm A, B và C, D được gọi là liên hiệp 

điều hòa khi (ABCD) = -1 

- Tỉ số kép của chùm bốn đường thẳng đồng quy 

S(abcd) dựa trên cơ sở: Cắt bốn tia Sa, Sb, Sc, Sd bằng 

đường thẳng Δ bất kì, ta được 4 điểm tương ứng là A, B, 

C, D. Khi đó (ABCD) không đổi, không phụ thuộc vào 

vị trí của Δ. Do đó dãy tỉ số kép của (abcd) được định 

nghĩa là: (abcd) = (ABCD). 

Nếu (ABCD) = -1 thì (abcd) = -1, khi đó ta nói a, b 

và c, d liên hiệp điều hòa. 

2.1.2. Biến đổi thấu xạ (Phép thấu xạ) 

Trên mặt phẳng cho điểm S và một đường thẳng cố 

định s. Gọi 𝜃 là một số đại số cho trước. Gọi I là giao 

điểm SA với s. Phép đặt tương ứng một điểm A với điểm 

A’ sao cho (SIAA’) = 𝜃 được gọi là phép thấu xạ biến 

điểm A thành điểm A’ (hình 1). 

 
Hình 1 

Trong đó: + S: Tâm thấu xạ 

+ s: Trục thấu xạ 

+ A: Tạo ảnh; A’: Ảnh của điểm A qua phép thấu xạ 

+ θ: Tỉ số thấu xạ 

Nếu A vẽ lên hình H thì A’vẽ lên hình H’. Khi đó hai 

hình H, H’ được gọi là tương ứng thấu xạ. 

Tính chất của phép biến đổi thấu xạ: 

- Hai hình tương ứng thấu xạ thì điểm ứng với điểm; 

đường thẳng ứng với đường thẳng. Đường thẳng nối hai 

điểm tương ứng A và A’ luôn qua điểm cố định S (tâm 

thấu xạ); hai đường thẳng tương ứng cắt nhau trên một 

đường thẳng cố định s (trục thấu xạ). 

- Phép thấu xạ hoàn toàn được xác định bởi tâm S, 

trục s và cặp điểm tương ứng A, A’. 

- Phép thấu xạ bảo tồn tỉ số kép. 

Ứng với 4 điểm thẳng hàng A, B, C, D là 4 điểm A’, 

B’, C’, D’ và (ABCD) = (A’B’C’D’). 

- Hai hình phẳng tương ứng thấu xạ có thể coi là hình 

chiếu xuyên tâm của nhau (hình 2). 

 
Hình 2 

+ Xoay mặt phẳng H theo trục s tới một vị trí tùy ý, 

khi đó tồn tại tâm chiếu S chiếu hình H thành hình H’. 

+ Đặc biệt khi H cố định, còn H’ quay quanh trục s 

thì quỹ tích các tâm chiếu S là một đường tròn. 

Chú ý: Tương ứng thấu xạ của một đường tròn là một 

conic và ngược lại có thể dùng phép thấu xạ thích hợp để 

biến một conic thành một đường tròn. 

- Đường thẳng giới hạn: 

Xét H và H’ là tương ứng thấu xạ. Ứng với đường 

thẳng vô tận L∞ của H là đường thẳng L’
∞. Đường thẳng 

L’
∞ phải song song với trục s vì phải cắt s tại vô tận. 

Tương tự ứng với đường thẳng vô tận d’
∞ của H’ là đường 

thẳng d của H song song với trục s (hình 3). 

 
Hình 3 

Cách vẽ hai đường giới hạn Δ và L’: 

+ Từ một điểm T của trục s, vẽ đường thẳng TA. Từ 

S vẽ đường thẳng song song với đường thẳng TA’, cắt 

TA tại M. Từ M vẽ đường thẳng song song với trục s, ta 

có Δ. 

+ Từ S, vẽ đường thẳng song song với đường thẳng 

TA, cắt TA’ tại N’. Từ N’ vẽ đường thẳng song song với 

N'

K

S

M

N

MS

J

A

H

R

T

T

A'

0

0

0

0

I

L'

s
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trục s ta có L’ (Chú ý: ΔSMK = ΔTN’H nên đường cao 

vẽ từ S và đường cao vẽ từ T bằng nhau: SS0 = TT0). 

2.1.3. Biến đổi Afin phối cảnh (Phép Afin phối cảnh) 

Khi tâm thấu xạ S ra vô cùng theo hướng Δ thì ta có 

phép Afin phối cảnh. Ứng với điểm A là điểm A’ sao cho 

AA’ // Δ và (S∞IAA’) = µ: 

µ= 
 
  IA

IA

IA

AS

IA

AS

IAS

IAS '

'

'
:

'
 



  

Vậy trong tương ứng Afin phối cảnh, ta luôn có 


IA

IA'
µ. Vì là trường hợp đặc biệt của thấu xạ nên trong 

phép Afin, các tính chất sau luôn thỏa mãn:  

- Hai hình tương ứng afin thì điểm tương ứng với điểm; 

đường thẳng ứng với đường thẳng. Đường thẳng nối cặp 

điểm tương ứng luôn song song với hướng Afin ∆; 

- Phép Afin phối cảnh hoàn toàn được xác định bởi 

trục Afin s và cặp điểm tương ứng A, A’. Ta kí hiệu A(s, 

A, A’); 

- Phép afin bảo tồn tỉ số đơn; 

- Hai hình tương ứng afin phối cảnh được xem là hình 

chiếu song song của nhau; 

Chú ý: Tương ứng Afin của đường tròn là elip và đảo 

lại có thể dùng phép Afin phối cảnh thích hợp biến elip 

thành đường tròn. 

- 
CDien tích 

C'Dien tích 
= 

IA

IA'
µ 

2.2. Vận dụng phép thấu xạ Afin trong dạy học phần 

Hình học Họa hình 

2.2.1. Vẽ Elip khi biết hai đường kính liên hợp AB và CD 

Trong quá trình giảng dạy, giảng viên đã giới thiệu 

cho sinh viên hai tiêu chuẩn để có thể xác định được 

đường Elip: 1) Biết hai trục của elip, 2) Biết hai đường 

kính liên hợp của elip đó. Ở trường hợp 2, ngoài cách 

thông thường được giới thiệu trong giáo trình [1], 

giảng viên có thể vận dụng phép thấu xạ Afin để giúp 

người học xác định nghiệm hình của bài toán như sau: 

Cách 1 (hình 4): 

- Bước 1: Vẽ đường tròn đường kính AB 

- Bước 2: Dùng Afin phối cảnh biến Elip có hai đường 

kính liên hợp AB, CD thành đường tròn có hai đường kính 

vuông góc: A’B’ trùng với AB và vuông góc với C’D’. Trục 

Afin s trùng với AB, hướng Afin l // CC’ // DD’. 

- Bước 3: Vẽ một điểm M thuộc Elip bằng cách: Lấy 

một điểm M’ của đường tròn. Kẻ C’M’ cắt trục s tại M0, 

kẻ đường thẳng qua M’ và song song với l, cắt CM0 tại 

điểm M cần tìm. 

 
Hình 4 

Cách 2 (hình 5): 

- Bước 1: Qua D, dựng trục Afin s // AB. Cho ứng 

hai đường kính liên hợp AB, CD của Elip là hai đường 

kính vuông góc của đường tròn Ω’, tương ứng Afin của 

Elip Ω:  

A’B’  C’D’ (D’ trùng D; O’D’  s; O’D’ = OA = OB). 

Khi đó hướng Afin sẽ là l // OO’ // AA’ // BB’.  

- Bước 2: Vẽ điểm K thuộc Elip (Điểm K tương ứng 

Afin với điểm K’): Kẻ O’K’ cắt s tại K0. Từ K0 dựng 

đường thẳng song song với hướng Afin l, cắt OK0 tại 

điểm K cần tìm. 

- Bước 3: Vẽ trục Elip:  

+ Vẽ đường thẳng trung trực của OO’ cắt s tại I 

+ Vẽ đường tròn tâm I, bán kính R = IO = IO’, cắt 

trục s tại U, V 

+ O’U và O’V cắt đường tròn Ω’ theo hai đường kính 

M’N’ và P’Q’ vuông góc với nhau 

+ Vẽ hai trục tương ứng MN và PQ của Elip Ω: MN 

 PQ. 

 
Hình 5 

C'

C

D'

D

M'

M

M0

l

A'
A

B'

B

A' B'

A
B

U VD=D'I

O'

C'

P'

Q'

Q

M'

M

O

P
N
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Qua việc sử dụng phép thấu xạ Afin 

trong việc khai thác hai lời giải bài toán ở 

trên, giảng viên có thể chỉ rõ và nhấn mạnh 

cho sinh viên thấy được mối quan hệ: 

Phép chiếu biến đường tròn thành đường 

elip, biến hai đường kính vuông góc của 

đường tròn thành hai đường kính liên hợp 

của elip. Từ mối liên hệ này, giảng viên có 

thể hướng dẫn người học sử dụng phép 

thấu xạ Afin để biểu diễn các đường 

hyperbol, parabol. 

2.2.2. Vẽ conic và xác định loại conic 

Yêu cầu 

(a) Vẽ conic φ đi qua điểm C và tiếp 

xúc với hai đường thẳng Sa, Sb tại A và B. 

(b) Xác định loại conic 

Lời giải chi tiết của bài toán (hình 6): 

(a) Vẽ đường tròn φ’ bất kì tiếp xúc với 

Sa, Sb tại A’ và B’. 

Kẻ SC cắt φ’ tại hai điểm, chọn một trong hai giao 

điểm đó, chẳng hạn C’. 

Phân tích bài toán: Hai tam giác ABC và A’B’C’ có 

ba đường thẳng nối ba cặp đỉnh tương ứng, đồng quy tại 

A. Vậy ba cặp cạnh tương ứng cắt nhau tại ba điểm P, Q, 

R thuộc một đường thẳng là trục thấu xạ s. Khi đó ta có 

phép thấu xạ (S, s, A, A’) biến tam giác A’B ‘C’ thành tam 

giác ABC, như vậy sẽ biến đường tròn φ’ (Qua C’, tiếp 

xúc với Sa, Sb tại A’ và B’) thành conic φ (qua C, tiếp 

xúc với Sa, Sb tại A, B). 

Trên hình 6: 

Bước 1 (Xác định điểm M): Nối M’ với B’ cắt s tại 

M0. Đường thẳng M0B sẽ cắt SM’ tại M.  

Bước 2 (Xác định điểm N): Nối A’ với N’ cắt s tại N0, 

AN0 sẽ cắt SN’ tại N. Vẽ tương tự ta được các điểm khác. 

(b) Ta biết rằng nếu các đường thẳng ở vô tận L∞ mà 

không cắt conic φ thì đó là Elip, nếu cắt ở hai điểm thật 

thì đó là Hypebol, nếu φ tiếp xúc với L∞ thì ta có Parabol. 

Trong bài toán này đường thẳng L’ tương ứng L∞
 không 

cắt đường tròn φ’, do vậy L∞ không cắt conic φ, do vậy φ 

là Elip. 

(Cách vẽ đường L’: Kẻ qua A đường thẳng song song 

với SC, cắt s tại X0, X0A’ cắt SC’ tại X’ là điểm có tương 

ứng là điểm vô tận. Qua X’ kẻ đường thẳng song song 

với s, ta được L’). 

3. Kết luận 

Biểu diễn các hình hình học là cơ sở ban đầu để 

nghiên cứu các tính chất, các bài toán liên quan tới 

hình ban đầu trên mặt phẳng đồ thức. Trong quá trình 

dạy học, ngoài việc nghiên cứu cách biểu diễn qua 

phương pháp hai mặt phẳng hình chiếu, giảng viên 

có thể vận dụng phép thấu xạ Afin để xác định và 

biểu diễn các hình hình học giúp người học hiểu rõ 

hơn mối quan hệ chặt chẽ giữa Hình học Euclide và 

HHHH, qua đó nâng cao năng lực biểu diễn hình học 

cho sinh viên. 
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