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LỜI GIỚI THIỆU 

Đổi mới phương pháp dạy học gắn với thực tiễn, phù hợp với nhu cầu là vấn đề đang 

được quan tâm. Làm thế nào để người học nói chung và sinh viên nói riêng cảm thấy hứng 

thú với Toán học, hiểu được vai trò và ứng dụng của Toán học trong đời sống thực tế 

và thấy được vẻ đẹp của những con số trong chương trình đạo tạo là mục tiêu đang được 

các thầy cô hướng tới. Vì thế, việc xây dựng đổi mới giáo án, bổ sung thêm nhiều ứng dụng 

thực tiễn trong bài giảng cũng là nội dung mà tôi chú ý.  

Giải tích được biết đến trong lịch sử là phép tính vô cùng bé, tập trung vào các giới 

hạn, hàm số, đạo hàm, tích phân và chuỗi vô hạn. Trong đó, đạo hàm của hàm một biến tại 

một giá trị đầu vào được chọn, khi nó tồn tại, là độ dốc của đường tiếp tuyến với đồ thị của 

hàm tại điểm đó. Đường tiếp tuyến là xấp xỉ tuyến tính tốt nhất của hàm gần giá trị đầu vào 

đó. Vì lí do này, đạo hàm thường được mô tả là “tốc độ thay đổi tức thời”, “tỉ lệ thay đổi 

tức thời” của biến phụ thuộc so với biến độc lập. Quá trình tìm một đạo hàm gọi là phép 

tính vi phân. Quá trình ngược lại được gọi là phép lấy tích phân. Phép tính vi phân và phép 

tính tích phân tạo thành hai hoạt động cơ bản trong giải tích. Để giúp sinh viên hiểu hơn về 

phép tính vi phân và ứng dụng, tôi chọn làm báo cáo học thuật “Mặt phẳng tiếp xúc và xấp 

xỉ tuyến tính”. 

Báo cáo học thuật chia làm ba phần 

Phần 1: Trình bày về xấp xỉ tuyến tính của hàm một biến số. 

Phần 2: Trình bày mặt phẳng tiếp xúc và xấp xỉ tuyến tính của hàm nhiều biến. 

Phần 3. Trình bày về mặt phẳng tiếp xúc xủa mặt tham số 
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1. Xấp xỉ tuyến tính của hàm một biến số 

Cho hàm 𝑓(𝑥) có đạo hàm tại 𝑥0 thì  

𝑓′(𝑥0) = lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
 

Nói cách khác  

0 0 0( ) ( ) '( ). ( ),f x x f x f x x o x+  − =  +   

trong đó, ∆𝑥 = 𝑥 − 𝑥0, 𝑜(∆𝑥) là vô cùng bé bậc cao hơn ∆𝑥 khi ∆𝑥 → 0. 

Khi |∆𝑥| tương đối nhỏ, ta có công thức tính xấp xỉ sau đây 

0 0 0 0 0( ) ( ) '( ). '( )( ).f x x f x f x x f x x x+  −   = −  

Do đó, 

0 0 0( ) ( ) '( ).( )f x f x f x x x + −  (khi 𝑥 đủ gần 𝑥0). 

Định nghĩa 1.1.  Cho hàm 𝑓 khả vi tại 𝑥0.  Xấp xỉ tuyến tính của 𝑓 tại 𝑥0 là hàm 

𝐿(𝑥) = 𝑓(𝑥0) + 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0). 

Ta có thể thấy rằng, xấp xỉ tuyến tính là đa thức Taylor bậc một của hàm 𝑓(𝑥) tại 

điểm 𝑥0. Ta cũng thấy được mối liên hệ giữa xấp xỉ tuyến tính và vi phân của hàm 

số như sau 
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0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) '( ) '( ) ( ).f x f x x f x f x x f x dx df x = +  −   = =  

Nói cách khác 

0 0 0( ) ( ) ( ) ( ),f x f x x f x df x= +   + (khi 𝑥 đủ gần 𝑥0). 

Ví dụ 1.2. Tính giá trị gần đúng 𝐴 = √33
5

. 

Lời giải.  

Nhận xét rằng 𝐴 = √32 + 1
5

. Xét hàm 𝑓(𝑥) = √𝑥
5

, với 𝑥0 = 32, 𝑥 = 33 thì ∆𝑥 =

33 − 32 = 1. 

 Ta có  

𝐴 = √33
5

= 𝑓(𝑥0 + ∆𝑥) ≈ 𝑓(𝑥0) + 𝑓′(𝑥0). ∆𝑥 = 𝑓(32) + 𝑓′(32). 1. 

Thay 𝑓(32) = 2; 𝑓′(𝑥) =
1

5 √𝑥45 ;  𝑓′(32) =
1

80
 ta được 

𝐴 ≈ 2 +
1

80
. 1 = 2,0125. 

So sánh với kết quả bấm máy tính √33
5

= 2,01235. 

2. Mặt phẳng tiếp xúc và xấp xỉ tuyến tính của hàm nhiều biến 

2.1. Mặt phẳng tiếp xúc 

Giả sử một mặt 𝑆 có phương trình 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), trong đó 𝑓 có các đạo hàm riêng cấp 

một liên tục. Lấy 𝑃(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0 = 𝑓(𝑥0, 𝑦0)) là một điểm nằm trên 𝑆. Gọi 𝐶1 và 𝐶2 là 

các đường cong nằm trên 𝑆, nhận được bằng cách lấy giao tuyến của các mặt phẳng 

𝑥 = 𝑥0 và 𝑦 = 𝑦0 . Khi ấy 𝑃 nằm trên cả hai đường cong 𝐶1 và 𝐶2. Gọi 𝑇1và 𝑇2 là 

các đường thẳng tiếp xúc với 𝐶1 và 𝐶2 tại điểm 𝑃. Khi ấy mặt phẳng chứa 𝑇1 và 𝑇2 

được gọi là mặt phẳng tiếp xúc với mặt S (xem hình vẽ dưới đây) 
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Như ta đã biết, phương trình mặt phẳng tổng quát đi qua điểm P là  

𝑎(𝑥 − 𝑥0) + 𝑏(𝑦 − 𝑦0) + 𝑐(𝑧 − 𝑧0) = 0  (1) 

Để viết phương trình mặt phẳng tiếp xúc (𝛼) của 𝑆 tại 𝑃 ta cần tìm vector pháp tuyến 

�⃗� = (𝑎, 𝑏, 𝑐). Ta sẽ tìm hai vector chỉ phương 𝑣1⃗⃗⃗⃗  và 𝑣2⃗⃗⃗⃗  lần lượt của 𝑇1 và 𝑇2. Khi đó, 

�⃗� = 𝑣1⃗⃗⃗⃗ × 𝑣2⃗⃗⃗⃗ . Ta thấy, 𝑣2⃗⃗⃗⃗  nằm trên (song song) với mặt phẳng 𝑂𝑥𝑧 và có độ dốc là 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0) suy ra 𝑣2⃗⃗⃗⃗ = (0,1,

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0))  

 

Tương tự, 𝑣1⃗⃗⃗⃗ = (1,0,
𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0))   

Suy ra 

�⃗� =
|

|

𝑖 𝑗 𝑘

0 1
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0)

1 1
𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0)

|

|
= −

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0)𝑖 −

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0)𝑗 + 𝑘 

Do đó, mặt phẳng tiếp diện (𝛼) có phương trình 

−
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0)(𝑥 − 𝑥0) −

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0)(𝑦 − 𝑦0) + (𝑧 − 𝑧0) = 0 

Tương tự, mặt phẳng tiếp diện của mặt (S) cho bởi phương trình 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0  tại 

(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) là 

−
𝜕𝐹

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)(𝑥 − 𝑥0) −

𝜕𝐹

𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)(𝑦 − 𝑦0) +

𝜕𝐹

𝜕𝑧
(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)(𝑧 − 𝑧0) = 0 

 

Ví dụ 2.1. Viết phương trình mặt phẳng tiếp diện của mặt (𝑆): 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 tại điểm 

(1,2,5) 

Lời giải.  
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Ta có 𝑧𝑥
′ = 2𝑥 → 𝑧𝑥

′ (1,2) = 2 

𝑧𝑦
′ = 2𝑦 → 𝑧𝑦

′ (1,2) = 4 

Vậy phương trình mặt phẳng tiếp diện với (S) tại (1,2,5) là 

−2(𝑥 − 1) − 4(𝑦 − 2) + (𝑧 − 5) = 0 hay 

2𝑥 + 4𝑦 − 𝑧 − 5 = 0 

2.2. Xấp xỉ tuyến tính 

Định nghĩa 2.2. Cho hàm 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) có các đạo hàm riêng tại điểm (𝑥0, 𝑦0). Xấp xỉ tuyến 

tính của hàm 𝑓 tại (𝑥0, 𝑦0) được cho bởi 

𝐿(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥0, 𝑦0) + 𝑓𝑥
′(𝑥0, 𝑦0)(𝑥 − 𝑥0) + 𝑓𝑦

′(𝑥0, 𝑦0)(𝑦 − 𝑦0). 

Chú ý rằng phương trình trên cũng biểu diễn mặt phẳng tiếp diện của (S) tại điểm 

(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0 = 𝑓(𝑥0, 𝑦0)). Từ đó ta thấy được ý tưởng của việc xấp xỉ tuyến tính đó là, nếu 

có một điểm (𝑥0, 𝑦0) mà tại đó ta biết được giá trị của hàm 𝑓 thì giá trị của 𝑓 tại gần điểm 

(𝑥0, 𝑦0) có thể tính được xấp xỉ. Hơn nữa mặt phẳng dùng để tìm xấp xỉ tuyến tính cũng 

chính là mặt phẳng tiếp diện tại (𝑥0, 𝑦0). 

Ví dụ 2.3. Tìm xấp xỉ tuyến tính của hàm 𝑧 = 3 +
𝑥2

16
+

𝑦2

9
 tại điểm (-4,3). 

Lời giải. Ta có 

𝑧𝑥
′ =

𝑥

8
→ 𝑧𝑥

′ (−4,3) = −
1

2
 

𝑧𝑦
′ =

2

9
𝑦 → 𝑧𝑦

′ (−4,3) =
2

3
 

Xấp xỉ tuyến tính là  

𝐿(𝑥, 𝑦) = 5 −
1

2
(𝑥 + 4) +

2

3
(𝑦 − 3). 

2.3. Vi phân với xấp xỉ tuyến tính 

Cho hàm 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) xác định trên lân cận của (𝑥0, 𝑦0). Cho x số gia ∆𝑥, y số gia ∆𝑦. Khi 

đó số gia của hàm số tương ứng là  

∆𝑧(𝑥0, 𝑦0) = 𝑓(𝑥0 + ∆𝑥, 𝑦0 + ∆𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0). 

Ta nói 𝑓 khả vi tại (𝑥0, 𝑦0) nếu ∆𝑧(𝑥0, 𝑦0) có thể viết dưới dạng 

∆𝑧(𝑥0, 𝑦0) = 𝑓(𝑥0, 𝑦0) + 𝑓𝑥
′(𝑥0, 𝑦0)∆𝑥 + 𝑓𝑦

′(𝑥0, 𝑦0)∆𝑦 + 𝜀1∆𝑥 + 𝜀2∆𝑦, 

trong đó, 𝜀1 → 0 và 𝜀2 → 0 khi (∆𝑥, ∆𝑦) → (0,0). 
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Kí hiệu vi phân 𝑑𝑧 = 𝑓𝑥
′𝑑𝑥 + 𝑓𝑦

′𝑑𝑦. 

Định lí 2.4. Nếu hàm 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) có các đạo hàm riêng 𝑓𝑥
′ và 𝑓𝑦

′ tồn tại, liên tục trên lân 

cận của (𝑥0, 𝑦0) thì khả vi tại (𝑥0, 𝑦0)  

Hình vẽ sau đây biểu diễn vi phân của hàm 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) tại (𝑎, 𝑏) và giá trị ∆𝑧(𝑎, 𝑏) 

 

Đối với hàm nhiều biến hơn, chúng ta cũng có công thức tương tự. chẳng hạn như với hàm 

ba biến 𝑤 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≈ 𝑓(𝑎, 𝑏, 𝑐) + 𝑓𝑥
′(𝑎, 𝑏, 𝑐)(𝑥 − 𝑎) + 𝑓𝑦

′(𝑎, 𝑏, 𝑐)(𝑦 − 𝑏) + 𝑓𝑧
′(𝑎, 𝑏, 𝑐)(𝑧 − 𝑐) 

Và vi phân 

𝑑𝑤(𝑎, 𝑏, 𝑐) =
𝜕𝑤

𝜕𝑥
(𝑎, 𝑏, 𝑐)∆𝑥 +

𝜕𝑤

𝜕𝑦
(𝑎, 𝑏, 𝑐)∆𝑦 +

𝜕𝑤

𝜕𝑧
(𝑎, 𝑏, 𝑐)∆𝑧. 

3. Mặt phẳng tiếp xúc của mặt tham số 

Giả sử mặt tham số S được tạo ra bởi hàm vectơ có phương trình là 

𝑟(𝑢, 𝑣) = 𝑥(𝑢, 𝑣)𝑖 + 𝑦(𝑢, 𝑣)𝑗 + 𝑧(𝑢, 𝑣)𝑘. 

Nói cách khác, phương trình tham số của mặt S là 

𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣),          𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣),         𝑧 = 𝑧(𝑢, 𝑣) 
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Gọi 𝑃0 là điểm nằm trên S. Khi đó vector vị trí là 𝑟(𝑢0, 𝑣0). Nếu chúng ta giữ cố định 

𝑢 = 𝑢0 thì khi ấy 𝑟 = (𝑢0, 𝑣) sẽ tạo nên đường cong 𝐶𝑣 nằm trên S. Khi đó vector 

tiếp xúc với 𝐶𝑣 tại 𝑃0 là 

𝑟𝑣 =
𝜕𝑥

𝜕𝑣
(𝑢0, 𝑣0)𝑖 +

𝜕𝑦

𝜕𝑣
(𝑢0, 𝑣0)𝑗 +

𝜕𝑧

𝜕𝑣
(𝑢0, 𝑣0)𝑘 

Tương tự, nếu ta cố định 𝑣 bằng cách đặt 𝑣 = 𝑣0 , thì chúng ta sẽ nhận được đường 

cong 𝐶𝑢 nằm trên S và vectơ tiếp xúc tại 𝑃0 là 

𝑟𝑢 =
𝜕𝑥

𝜕𝑢
(𝑢0, 𝑣0)𝑖 +

𝜕𝑦

𝜕𝑢
(𝑢0, 𝑣0)𝑗 +

𝜕𝑧

𝜕𝑢
(𝑢0, 𝑣0)𝑘 

Nếu vectơ 𝑟𝑢 × 𝑟𝑣 ≠ 0 thì S được gọi là một mặt trơn. Với mộ t mặt trơn, mặt phẳng 

tiếp xúc chính là mặt phẳng chứa các vectơ 𝑟𝑢 và 𝑟𝑣 và vectơ 𝑟𝑢 × 𝑟𝑣 được gọi là 

vectơ pháp của mặt tiếp xúc. 

 

KẾT LUẬN 

Báo cáo đã trình bày về một trong những ứng dụng của đạo hàm và vi phân, cách 

viết phương trình mặt phẳng tiếp xúc và xấp xỉ tuyến tính của hàm số. Tài liệu có 

thể dùng kể kết hợp trong quá trình giảng dạy. Tuy nhiên, đây chỉ là một nội dung 

nhỏ trong vô vàn những ứng dụng thú vị của phép tính vi tích phân. Trong thời gian 

tới, tác giả sẽ  tiếp tục tìm hiểu thêm nhiều ứng dụng thực tế của Toán học để ngày càng 

nâng cao chất lượng bài giảng hơn.  
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